Exercices complémentaires

NUMERATION
NATURELS

Exercice 1.

Vrai ou faux ?
a. 7 est un chiffre.
b. 77 est un nombre.

Exercice 2.

ET ENTIERS

c. Dans 1707, il y a 7 centaines,
17 centaines, 7 unités, 70 dizaines.
d. « Décimal » signifie « a virgule ».
e. Le systeme horaire est décimal.

Voici des nombres écrits dans différents systémes de numération et leur transcription

dans le systéme actuel :

Systéme égyptien (- 3000)

gg@nnnn % @222 <<<§%g@@mn
532 2160 32413
Systéme babylonien (- 1800)
W & e R &N
2 44 85 11327
Systéme romain (- 100)
LVI CCIX DLV MXXVIIT
56 209 555 1028
Systéme maya (- 400 a + 900, Amérique centrale)
= o ® =
12 20 100 249
Systéme binaire (ordinateur)
10 11 1100 110111
2 3 12 55

a. Ecrire, dans chacun de ces systeémes,
les nombres 36, 79 et 324.

b. Indiquer pour chacun de ces syste-
mes de numération :

—la base utilisée (le nombre d’unités
dans un groupement) ;

— si la valeur d’un signe change selon sa
position dans le nombre ;

— Pexistence, ou non, d’un signe pour
désigner I’absence d’unité a un rang
donné (un « zéro ») ;

— les opérations utilisées pour détermi-
ner la valeur du nombre.
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Exercice 3.
Combien y a-t-il de nombres entiers
strictement compris entre 324 et 645 ?

Exercice 4.

On numérote les 287 pages d’un livre
(a partir de 1).

Combien a-t-on écrit de caractéres ?

Exercice 5.

1. Calculer les deux derniers chiffres
de 72,73, 74, 7°, 7% et de 77.

2. Trouver les deux derniers chiffres
des nombres 710, 748, 7102 ¢ 72 011
(aucune démonstration n’est exigée,
indiquer simplement votre méthode)

Exercice 6.
1. Ecrire (1032) ¢y €1 base dix.

2. Ecrire 2 014 en base cing.

Exercice 1.

1. Trouver tous les nombres entiers
compris entre 100 et 1 000 qui s’écri-
vent avec les chiffres 2, 5, 8 et dont les
3 chiffres sont différents. On s’atta-
chera a présenter cette recherche de
fagon simple, claire et systématique.

2. On note S la somme de tous les
nombres ainsi obtenus etz =2 + 5 + 8.
Montrer, sans calculer la somme S, que
S =1x222.

3. Sans rechercher les nombres entiers
compris entre 100 et 1 000 qui s’écri-
vent avec les chiffres 4, 7, 9 et dont les
3 chiffres sont différents, trouver leur
somme.

Exercice 8.

1. Déterminer toutes les décomposi-
tions additives du nombre 33, en utili-
sant seulement les nombres 3, 5 et 7
sans nécessairement les utiliser tous (a
titre d’exemple, on peut écrire 33 =5 +
5+5+5+5+ 5+ 3). On présentera
clairement la méthode choisie pour
déterminer ces décompositions.

2. Au rugby, les équipes marquent des
points lors de quatre phases de jeu :
—en réussissant un coup de pied de
pénalité pour 3 points ;

— en réussissant un drop pour 3 points ;
— en marquant un essai non transformé
pour 5 points ;

—en marquant un essai transformé
pour 7 points.

a. Yanis affirme que son équipe a mar-
qué 33 points grace a deux essais et
plusieurs pénalités. Est-ce possible ?
Justifier.

b. Paul affirme que son équipe a mar-
qué 27 points grace a deux essais, et en
réussissant autant de drops que de
pénalités. Est-ce possible ? Justifier.

c. Une équipe a marqué 20 points.
Sachant qu’aucun drop n’a été réussi,
trouver toutes les manicres dont ces 20
points ont pu étre obtenus.

Exercice 9.

1. Existe-t-il une base n dans laquelle
on a I’égalité :

323 = (12x21)+11 ?
2. Existe-t-il une base p dans laquelle
on a I’égalité :

14 x23 = 234
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CORRIGES

Exercice 1.

a. Selon le contexte, 7 peut désigner soit un
chiffre, soit un nombre. Dans le nombre 1 075,
«7» est le chiffre des dizaines; dans la
phrase « ily a 7 fenétres dans la piéce », 7 est
un nombre (a un seul chiffre). Un nombre
répond a la question « combien 7 ».

b. Vrai : 77 est un nombre qui s'écrit avec 2
chiffres.

c.Dans1707,ilya:

— 7 centaines: faux (1707 peut s'écrire
17x100 +7; il y a donc 17 centaines ou
« paquets de 100 » dans 1 707) ;

Exercice 2.
a. Tableau des réponses.

— 17 centaines : vrai.

— 7unités: faux (1707 = 1707 x1;ily a
1707 unités) ;

— 70 dizaines : faux (1 707 =170 x 10 + 7 : il
y a donc 170 dizaines).

d. Faux : « décimal » vient du latin decem qui
signifie dix.

e. Le systéme horaire est en base soixante

(1 h =60 min =60 x 60 s). Cependant, quand
on dit « le record du 100 m est 9,77 s », on
utilise le systeme décimal.

36 19 324
Egyptien nrm::: Ana eeennt
Bahylonien W ¥ Y < % Natanat
Romain XXXVI LXXIX CCCXXIV
Maya - 2009 =
Binaire 100100 1001111 101000100
h.
Valeur variable P
roupements | e SEnes el | Eistonce gn <z » | SLCEES
Egyptien dix non non +
Babylonien sc?iz{afltte oul (ve?;p—a;O) e
Romain deux et cing non non +et—
Maya vingt oui oui + et X
Binaire deux oui oui + et X




Exercice 3.

645 — 324 = 321, il y a donc 320 entiers stric-
tement compris entre 324 et 645.

Exercice 4.

On a écrit 9 caracteres pour les pages de 1 a
9,puis 2 x 90 caracteres pour les pages 10 a
99 (il y a (99 — 9) nombres a 2 chiffres de la
page 10 a la page 99),puis 3 x (287 — 99)
caractéres pour les pages 100 a 287.

Donc, au total : 9 + 180 + 564 =753 caracteres.

Exercice D.

1. 72 finit par 49, 73 par 43, 74 par 01, 7° par
07,75 par 49, 77 par 43 (et 7! finit par 07). Les
deux chiffres sont cycliquement 07, 49, 43, 01.
2. |l suffit donc de savoir a quelle étape du
cycle on se situe.

10 = 2 x 4 + 2 donc 7% finit comme 72 ¢’est-
a-dire par 49 (2 nombre de la série). De
méme, 48 = 11 x 4 + 4, donc 7* finit comme
74 donc par 01; 7192 comme 72 (par 49) et
7201 comme 73 (par 43).

Exercice 6.
1. (1032)quatre=1><43+0x42+3><41+
2xM0=64+12+2=78

2. Deux méthodes au choix :
— effectuer les divisions successives de 2 006
par5:

2014 5
4 402 | 5
2 |80| 5
0 |16|5
113

— utiliser la valeur des « paquets » de 5:
52=25,53=125;54=625;5°=3125dol
2014=3x5%+1x5 +0x52+2x5l+4
x 50

Par conséquent : 2 014 = (31 (]24)Cinq
Exercice 1o

1. Un arbre permet d’envisager tous les choix
possibles pour le premier chiffre, puis pour le
second chiffre. Les deux premiers chiffres
étant choisis, le troisieme est entiérement
déterminé.

On obtient ainsi les six nombres suivants :

258 ;285 ;528 ; 582 ; 825 ; 852

258

285
528

582
825

852

2. En mettant en facteur les centaines puis
les dizaines, on obtient :
S=(2+2+5+5+8+8)x100+(2+2+5
+5+8+8)x10+(2+2+5+5+8+8)
S=2+2+5+5+8+8) x(100+10+1)
S=@2x2+5+8)x1l11
S=(2+5+8)x222

S=1x222

3. Le raisonnement précédent s'applique de
la méme facon si on remplace les chiffres 2, 5
et 8 par les chiffres 4, 7 et 9. La somme cher-
chée S” est donc égale a :
S"=(4+7+9)x222=14440.

Exercice 8.

1. On obtient exactement 8 décompositions
possibles, c¢’est-a-dire 8 triplets solutions pour
I'équation 3a + 5b+ 7¢ = 33.
B=5+7+7+7+7
33=3+3+3+3+7+7+7
33=3+3+3+5+5+7+7
33=3+3+5+5+5+5+7
33=3+3+3+3+3+3+3+5+7
33=3+5+5+5+5+5+5H
33=3+3+3+3+3+3+5+5+5
33=3+3+3+3+3+3+3+3+3+3+3

2. a.C'est possible. En analysant les 8 solu-
tions précédentes, on constate que la décompo-
sition33=3+3+3+3+3+3+3+5+7
convient au résultat annoncé par Yanis : 7 péna-
lités et 2 essais dont un qui a été transformé.

h. C'est impossible, car les trois décomposi-
tions du nombre 27 correspondant a deux
essais, soit ne donnent pas un nombre entier
de drops et de pénalités, soit ne donnent pas
un nombre égal de drops et de pénalités :
27=5+5+17
27=5+7+3+3+3+3+3
21=7+7+13
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c. lly a exactement quatre solutions :
200=5+5+5+5

(4 essais)

20=3+5+5+7

(1 pénalité, 2 essais, 1 essai transformé)
20=3+3+7+7

(2 pénalités, 2 essais transformés)
20=3+3+3+3+3+5

(5 pénalités, 1 essai)

Exercice 9.

1. Si I'égalité est vraie alors on a: n est un
entier,n>4et3n?+2n+3 =
M+2)2n+1)+(+1) 'I
D'oli:3n2+2n+3=2n2+6n+3;

n2—4n=0, soit n(n —4) = 0.

Cette équation a pour solutionn=00oun=4.

Donc I'égalité initiale est vérifiée dans la base 4.

2. Si I'égalité est vraie alors on a: p est un
entier,p=>5et (p+4) (2p+3) =2p2 + 3p + 4.
Dot 2p? + 11p+12=2p2 +3p+4;

8p = — 8. Cette équation a pour solution (—1).
Il n'existe donc pas de base dans laquelle
I'égalité proposée est vraie.
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ARITHMETIQUE

Exercice 1.

a. Pour chacune des affirmations suivan-
tes, dites si elle est vraie ou fausse et jus-
tifiez votre réponse.

a. Tout nombre multiple de 3 est mul-
tiple de 9.

b. Tout nombre multiple de 5 et de 7
est multiple de 35.

c. Tout nombre divisible par 4 et 6 est
divisible par 24.

d. Tout nombre multiple de 12 est
divisible par 4.

e. Le produit de deux diviseurs d’un
nombre entier est un diviseur de ce
nombre.

f. 20 =4 x 6 + 5 signifie que 5 est le
reste dans la division euclidienne de 29
par 4.

Exercice 4.

1. a. Déterminer les restes des divi-
sions euclidiennes par 7 de 1, de 10
puis de 100. Ecrire les trois égalités
caractéristiques correspondantes.

b. En utilisant ’égalité 10> = 10 x 102,
montrer que le reste de la division eucli-
dienne de 103 par 7 se déduit, sans poser
de divisions, des résultats précédents.

Exercice 2.

En piste !

Deux cyclistes roulent dans le méme
sens sur une piste. Le premier (A) fait
un tour en 2 min, le deuxiéme (B) en
1 min 24 s. Sachant qu’ils sont partis
ensemble de la ligne de départ, apres
combien de temps franchiront-ils a nou-
veau pour la premiere fois ensemble
cette ligne de départ ? Combien de tours
de piste chacun d’eux aura-t-il effectué ?

Exercice 3.
On sait que :
1 000 000 = (1 996 x501) + 4
100 000 = (1 996 x 50) + 200
10 000 = (1 996 x 5) + 20
En déduire le quotient et le reste de la
division euclidienne de 8 640 219 par
1 996.

c. Soit r, le reste de la division eucli-
dienne de 10" par 7 et 7, le reste de la
division euclidienne de 10"*! par 7.
Donner une méthode permettant
d’obtenir r,, | a partir de 7,,.

d. Reproduire et compléeter alors le
tableau ci-dessous.

10" 1 10

102

103 10%*| 105| 10° | 107 | 108 | 10°

Reste de la division eucli-
dienne de 10" par 7

2. Déterminer a P’aide du tableau de la
question 1.d. si le nombre 6 000 000 006

Exercice 5.

Dans cet exercice, a, b et ¢ sont des
chiffres compris entre 1 et 9.

On considére des nombres écrits en
base dix avec ces chiffres et on note,
par exemple, bac le nombre dont b est
le chiffre des centaines, a celui des
dizaines et ¢ celui des unités.

Les questions sont indépendantes.

est divisible par 7. Indiquer les étapes de
votre raisonnement.

1. Voici 4 nombres : 7, 13, 57 et 61.
Parmi ces nombres, lequel n’est pas un
nombre premier ? Justifier.

2. a. Le nombre 3737 est-il un nombre
premier ? Justifier. L

b. Un nombre de la forme abab peut-il
étre un nombre premier ? Justifier.

3.a. On considére les trois nombres
abc, abb et acc. Montrer que la somme




de ces trois nombres est un nombre divi-
sible par 3. L
b. On considére les deux nombres cba
et bba. Proposer un troisieme nombre
de trois chiffres, uniquement formé avec
des chiffres choisis parmi les chiffres a, &
et ¢, pour que la somme des trois nom-
bres soit divisible par 3. Justifier.

Exercice 6.

1. Ecrire 1 001 sous la forme d’un pro-
duit de 3 nombres entiers différents de 1.

2. Trouver tous les diviseurs de 1 001.
On s’attachera a présenter cette recherche
de fagcon simple, claire et systématique.

3. Soit le nombre 712 712. La division
euclidienne de 712 712 par 13 donne
un quotient ¢, et un reste r;. La divi-
sion euclidienne de ¢, par 11 donne un
quotient g, et un reste r,. La division
euclidienne de g, par 7 donne un quo-
tient ¢, et un reste r;.

Le dernier quotient obtenu g; €tait-il pré-
visible ? Les restes r, r,, r, étaient-ils pré-
visibles ?

4. Soit un nombre qui s’écrit sous la

forme abcabc ou a, b et ¢ sont choisis
parmi les chiffres 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8 ou9. Quelle(s) condition(s) éven-
tuelle(s) doivent vérifier a, b et ¢ pour

que le nombre abcabc soit :

un multiple de 7 ? un multiple de 13 ?
un multiple de 65 ? un multiple de 14 ?
un multiple de 63 ?

5. Sans faire de division, montrer que
le nombre 465 549 :

— a méme reste que (549 — 465) dans la
division euclidienne par 13 ;

— est divisible par 7.

Exercice 1o

1. Peut-on trouver trois nombres
entiers naturels consécutifs dont la
somme est: 105? 210? 777? 144°?
326 ? Justifiez vos réponses.

2. Quels sont tous les entiers naturels qui
peuvent étre la somme de trois entiers
consécutifs ? Justifiez votre réponse.

3. Quelles peuvent étre les valeurs pos-
sibles du nombre a (avec 0 < a < 9)

pour que le nombre 734a soit la somme
de trois entiers naturels consécutifs ?

4. Le nombre 21 924 est le produit de
trois entiers consécutifs que ’on sou-
haite déterminer.

a. Décomposer ce nombre en produit
de facteurs premiers, puis en déduire
les trois entiers cherchés.

b. A l’aide de votre calculatrice, trou-
ver ces trois nombres par une autre
méthode que vous décrirez précisé-
ment.
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CORRIGES

Exercice 1.

Pour prouver qu’'une proposition est fausse, il
suffit de donner un contre-exemple. En revan-
che, pour prouver qu’une proposition est (tou-
jours) vraie, il faut la démontrer dans le cas
général, ce qui demande souvent d’employer le
calcul littéral, la (les) lettre(s) prenant la place
de « n'importe quel » nombre.

a. Faux. Contre-exemple: 6 est multiple de
3 (6 =3x2), mais 6 n’est pas multiple de 9: il
n'existe pas d’entier naturel Atel que 6 =9 x k.

b. Vrai. Un nombre multiple de 5 s'écrit 5 x £,
avec kentier. Pour que 5k soit multiple de 7, il
faut et il suffit que k soit multiple de 7, c¢’est-
a-dire que k=17 x k', avec K entier.

Dot 5k =5 x 7k = 35k” ce qui signifie bien
que le nombre 5k est multiple de 35.

Cette démonstration repose sur le théoréme de
Gauss (voir Fiche 9, § 3).

c. Faux. 12 est divisible par 4 et par 6, mais
n'est pas divisible par 24.

d. Vrai. Tout multiple de 12 s'écrit 12 x &, avec
kentier.

Or12x k=4x3x k=4 x 3k |l s’agit donc
bien d'un multiple de 4.

e. Faux. Pour un contre-exemple, se reporter a
la question c.

f. Faux. Le reste ne peut-étre supérieur au divi-
seur. 29 =4 x 6 + 5 signifie que 5 est le reste
dans la division euclidienne de 29 par 6.

Exercice 2

Lorsque les deux cyclistes se retrouveront sur
la ligne d’arrivée, ils auront mis le méme
temps a faire un nombre entier de tours (diffé-
rent pour chacun d’eux). Le tableau suivant
permet de déterminer a quel moment cela se

Nombre de tours de piste | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Temps mis par le cycliste
A (en secondes)

120 | 240 | 360 | 480 | 600 | 720 | 840 | 960 |1 080 |1 200

Temps misparlecycliste | ¢, | | o | 505 | 336 | 420 | 504 | 588 | 672 | 756 | 840
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B (en secondes)

Au bout de 840 secondes, soit 14 min, les deux
cyclistes franchiront ensemble la ligne d’arri-
vée. Le cycliste A aura parcouru 7 tours de
piste et le cycliste B, 10 tours.

De maniere experte, cet exercice reléve de la
recherche du PPCM de 120 et 84. Apreés lecture
de la Fiche 18, vous pouvez le reprendre avec

Exercice 3.

8640219

=8x 1000000+ 6x 100000
+4x10000 + 219

=8x[1996x501 +4] +6x[1996 x50
+200] + 4 x[1996 x5+ 20] + 219

Exercice 4.

1. a. Remarque : pour des raisons de commo-
dité d’écriture, nous utilisons des cette ques-

les données numériques suivantes : 1 minute
45 secondes pour le premier cycliste, 1 minute
36 secondes pour le second.

Réponse : 1¢" franchissement commun aprés
56 minutes, le premier cycliste ayant effectué
32 tours et le second 35 tours.

=1996 x [8 x 501 + 6 x50 + 4 x 5]
+[8x4+6x200+4x20+219]

=1996x4328+1531et1531 <1996

Le quotient de la division euclidienne de

8640219 par 1996 est donc: 4328 et le

reste: 1 531.

tion les notations proposées dans I'énoncé a la
question 1.c. et notons également dans la




suite g, le quotient de la division euclidienne
de 107 par 7.
1=7x0+1etl<7doncgy=0etry=1
10=7x1+3et3<7doncg =1letr,=3
100=7x14+2et2<7donc g,=14etr,=2

b.103=10x102=(7x 1 +3)x7x 14 +2)
r, est donc le reste de la division euclidienne
de 3x2=6par7dolr,=6.

€. 10" =10x10"=(7x1+3)(7x q,+1)
=Tx(r,+7Txq,+3xq)+3xr,r,, est
donc le reste de la division euclidienne de 3 x
r,par7.

d.

10" 1 10

102

103 | 10% | 105 | 10% | 107 | 108 | 10°

Reste de la division eucli- | 1 3
dienne de 10" par 7

2.6000000006=6><109+6=6><(7><q9
+I)+6=Tx6X(gy+6Xr+6=7x6x
Gg+6x6+6

Exercice 5.

1.57 =3 x 19 et n'est donc pas premier,
puisqu’il a plus de deux diviseurs, autrement
dit: il a des diviseurs autres que 1 et lui-
méme.

2.2.3737 =37 x 100 + 37 = 37 x 101 et
n’est donc pas premier.

b. abab = ab x 100 + ab = ab x 101. Le
nombre abab a donc deux diviseurs autre que
lui-méme, a savoir : ab et 101.

3. a. abc + abb + acc =ax 100+ bx 10
+c+ax100+ bx10+b+ax100+¢cx 10
+c

=ax300+bx2l +cx12
=3x(100a+7b+4c).

La somme abc + abb + acc est donc divisi-
ble par 3.

h. cha + bba =100c + 120b + 2a. 1205 est
multipe de 3. Il suffit donc d’ajouter a 100¢
+2a le nombre cca. En effet, cha + bba
+ cca =210c+ 1200 +3a =3 x (70c + 40b
+ a) est multiple de 3.

Exercice 6.

1.1001=7x11x13

2. les diviseurs de 1001 s'écrivent sous la
forme: 72x 110 13¢ avec 0< a<1, 0<h<1
et 0 <c<1. La recherche peut donc étre présen-
tée sous la forme d'un arbre de choix :

=Tx6xqg+7x6=7x(6xgy+6).
6 000 000 006 est donc un multiple de 7.

130 — 1

0
70<11 13, 13
11!

130 — 7
0
71 1 < 13t — 91
1 130 —» 77
13! —> 1 001

Les diviseurs de 1 001 sont donc : 1, 7, 11, 13,
77,91, 143 et 1 001.

I est impératif pour le candidat de faire le lien
entre les questions 3 a 5 et la question 1.

3.712712=712x 1001 =712 x 7 x 11 x
13 d’apres la question 1.
On en déduit que g; =712 et r,=r,=r,=0
puisque 712 712 est divisible par 7, %1 et 13.
4. abcabc = abc x 1001

=abc x7x11x13.

abcabc est donc toujours un multiple de 7 et
de 13 (et de 11).

65 =5x13. abcabc est multiple de 65 si et

seulement si abcabc est multiple de 5 et de
13 (d’apres la propriété 2 du paragraphe 3.2
de la Fiche 19).

Or abcabc est toujours multiple de 13. Il faut

et il suffit donc que abcabce soit multiple de
5, c’est-a-dire que c=0ou c=5.
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De facon analogue, on voit que abcabc est

multiple de 14 si et seulement si abcabc est
multiple de 2, ¢’est-a-dire c € {0, 2, 4, 6, 8} ;

et que abcabc est multiple de 63 si et seule-

ment si abcabc est multiple de 9, c’est-a-dire
2a+2b+ 2cmultiplede 9ouencore:a+ b+ ¢
multiple de 9 (d’aprés le théoréme de Gauss.

5. 5. 465 549 = 465 465 + (549 — 465)
=465 x 1001 + (549 — 465). Donc 465 549
=465 x 7 x 11 x 13 + (549 — 465).

Le premier terme est divisible par 13, donc le
reste dans |a division de 465 549 par 13 provient
du reste de la division de (549 — 465) par 13.
D’autre part, le premier terme étant divisible par
7, tout comme le deuxieme (car 549 — 465
= 84), leur somme (465 549) est divisible par 7.

Exercice 1.

1.105=34 +35+36;210=69 + 70 +
71; 144 =47 + 48 +49;24 +25+26=75
et 25 +26 +27 =78: on ne peut donc pas
trouver trois entiers consécutifs dont la somme
est 77.

107 + 108 + 109 =324 et 108 + 109 + 110
=327: on ne peut donc pas trouver trois
entiers consécutifs dont la somme est 326.

2. Soit n un entier naturel. Son suivant et son
précédent s’écrivent donc respectivement
n+letn-1.

(n=1+n+(n+1)=3n

Un entier naturel N peut donc s’écrire comme
somme de trois entiers naturels consécutifs si
et seulement si il existe un entier naturel n tel
que: 3n =N, c'est-a-dire si et seulement si N
est divisible par 3.

3. D’aprés la question précédente, 7344 est
la somme de trois entiers naturels consécutifs

si et seulement si 7344 est divisible par trois,
c'est-a-dire si et seulement si 7 +3 +4 + a
est divisible par 3. D'ott a e {1, 4, 7}

4.2.21924=22x33x7x29=27 x28x29

h. Deux procédures sont possibles :

— une recherche par essais et ajustements:
20x21x22=9240<21924;
30x31x32=29760>21924;
25x26x27=17550<21924; ...
—résoudre « I'équation approchée » :

x3=21924, d'ob x =3/21924 =~ 27,99. On
vérifie que 27 x 28 x 29 =21 924.

10
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ENSEMBLES DE NOMBRES

Exercice 1.

Reproduire et compléter le tableau ci-dessous en mettant une croix dans les cases aux-

quelles le nombre appartient.

Le nombre...
SE3 g 32 I0 gy g | DS
appartient a... 2( 10 8 25 (infinité de 3)
L'ensemble des entiers naturels (N)
L’ensemble des entiers relatifs ()
L’ensemble des décimaux relatifs (1)
L’ensemble des rationnels (Q)
L'ensemble des réels (R)
Exercice 2. Vrai ou faux ? Exercice 4.
a. 2 =0,666; 2 ~0,666; 2 >0,666 3—% 1
3 3 3 Le nombre b = > + > est-il
b. Entreletgz 4 3 2 5
34 décimal ?
—il y a un nombre fini d’entiers natu-
rels ; .
Exercice D.

—il y a un nombre fini de décimaux ;
—il y a un nombre fini de décimaux
ayant 1 chiffre apres la virgule.

5 1
5 3
c. 5 est un décimal ; 10° x 107
2,1 108
5 2

est un entier naturel.

d. (—2)% est négatif ; — 2% est négatif ;
23 est négatif ; 10~ 3 est négatif.

e. /2 =1,414213562; 52 =5;
J(=2)2=2; . Ja+b = Ja+.b.

Exercice 3.

Soit a = 1,499 99... (suite illimitée de
période 9).

Ecrire a sous la forme d’une fraction.
Qu’en concluez-vous ?

1. Donner I’écriture décimale de
7,4%x10%;12,5x10°3;
3x1075%2,5x%x107.

9 10
=52 et —.
/\/; /\[e 3

2. Donner Décriture scientifique de

2011; 21—5 5123 %107 ;456,78 x 107 5.

Exercice 6.
A M B
+J
D K C

il



ABCD est un carré dont I'aire est 1 m2.
M, J, K sont les milieux respectifs des
segments [AB], [BC] et [CDI.

1. Exprimer a l’aide d’une fraction
I’aire de la surface blanche.

2. Trouver une fraction équivalente a 5/
8 dont la somme des termes est 104.

Exercice 1.

Effectuer et donner la réponse sous la
forme la plus simple possible.

A=2./2 -/32 + ./50
B=3./12 -4./75 -2./27
C=3.J7)2-10

D= §27+4/12
J75

E=,132-122
=—4+.2 22 +1)

G= (2.5 +1)?

H=0G./2 +1)GJ2 -1)

Exercice 8.

1. Comparer ERR ) puis 1320
4 16 14 21
17

et enfin 6 et —.
7 18

2. Quelle hypothése peut-on émettre ?
Est-elle toujours vraie ?

3. Ranger dans l’ordre croissant les
. 125 5 80 .18 29
rationnels : —= ; = ; — ; — et ==.
126 "6 79 " 19 30
Exercice 9.

1. Donner, sans poser d’opération, une
valeur approchée a 10”2 pres de 3,022

2. Encadrer 1 par deux entiers consé-
cutifs.

3. Donner les valeurs approchées, par
défaut et par excés, a 10”2 pres, de T.

4. Donner I’arrondi de 7 au milliéme.

5. Donner la troncature de % au cen-

tiéme.
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CORRIGES

Exercice 1.

Le nombre...

appartient a...

|
N | o
|

|eo

—
(=)

0,3333 ...

32 100
7| F )55 34| 2 | nfinite do3)

(-~
N
(5]

L’ensemble des entiers naturels (N)

L’ensemble des entiers relatifs ()

L’ensemble des décimaux relatifs (1))

L’ensemble des rationnels (Q)

X [ X | x| X

L'ensemble des réels (R)

X [ X | X | X [ X
X [ X | X | X [ X

X X

Pour déterminer la nature d’un nombre, il faut, tout d’abord, I'écrire sous la forme la plus simple

possible. Ainsi,— & =—3,32 =4, [100 _ 73 _o

2 8 "W 25

Exercice 2.

a. % = 0,666 ? Faux : la partie décimale com-
porte une infinité de 6.
% = (0,666 7 Vrai: le signe «=» signifiant
«environ égal a ... ».

% > 0,666 ? Vrai.

h. On peut utiliser les écritures a virgule :

% ~0,333 et % = 2,25 et/ou placer ces nom-

bres sur une droite graduée.

0,341; 0,3411, 0,35; 04; 0416; 05;
1,7486 ;

—il'y a un nombre fini de décimaux ayant 1
chiffre aprés la virgule : vrai : les nombres qui
conviennent: 0,4; 0,5; 06;0,7; ...; 2,1;
2,2.

, 1 11 9
o B_58_5 9.8

7,171,573 571

5 2 10 10 10

s 10 _10_,

5 9 5

(vrai : 2 est un entier donc aussi un décimal).
5 3 8
10°x10° _ 10% _ 4 ya),

1ol 1 2f 3

9
4

W[

1 .9
Entre 3 et ik
—ily a un nombre fini d’entiers naturels : vrai :
let2 ;
—il'y a un nombre fini de décimaux : faux : il y

en a une infinité, en voici quelques uns : 0,34 ;

108 108
d. (— 2)* est négatif ? Faux :
FP =) x () x (=) x(=2) =16
(positif).
—2%est négatif ? Vrai : = 24 =—2x2x2x?2
=—16 (I'exposant ne concerne que le 2).
23 est négatif 7 Faux: 23=2%x2x2=38
10-3 est négatif ? Faux : 10~ 3 est I'inverse de
103, soit 1/1 000 qui s'écrit 0,001.

13
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e. /2 =14142135627
Faux: 1,414 213 562 n’est qu’une approxima-

tion de /2, celle qu'affichent les calculatri-

ces; /2 est un irrationnel et son écriture a
virgule est illimitée et non périodique.

52 =57 Vrai
J=2)2 =22Vrai: /(- 2)2 =8 =2
Ja+b = ./a+ /b ?Faux:un contre-exem-

ple suffit a le prouver.
Prenons, respectivement, pour a et b, les nom-
bres 25 et 16.

J25+ 16 =./41 et /25 + /16
=5+4=9=,/81 (41 #81).

Exercice 3.
1002 =149,999...
10a=14,999...
100a—-10a=149,999... - 14,999... =135
d'oti 90a=135

135 _3x9x5 15
a=90 T x0T 10
Onconclut:1,4999... =15.
Une écriture décimale illimitée de période 9
désigne un décimal. Cela s’explique par le fait
que l'on peut rendre la différence (1,5—
1,499...) aussi proche de 0 que I'on veut.
Ce cas de la période 9 est un cas particulier
(cf. Fiche 24 §2.3).

Exercice 4.

s 1 1 -1 1

b= 4+ 3 = 4 + 3
7 27 2 218 3.4
4 3 2 5 12 10

1112\ (1_10
( ><13) (3X3_1)

_ 11><3X3><31 _ 32x11x31

13 10 2x5x13
b n'est pas un décimal car le dénominateur de
la fraction irréductible ne s'écrit pas comme un
produit de puissances de 2 et de 5 (facteur 13).

Exercice D.

1.74x104=74000;125x 103

=0,0125;3x10"9x2,5x 107 = 750.
9_3 _15../7~ 10 _

ﬁ_ > =15; .2 ~1414 ¢t 3 3,333

(écritures décimales approchées).

2.2011=2,011x103;
2—15 = 4x10"2; 123x107= 1,23x10%;
456,78 x 10~° = 4,567 8 x 107%.

Exercice 6.

1. L'aire A; de la surface blanche est égale a
"aire du carré ABCD diminuée de I'aire A, de la
surface grisée.

A M

D ! C

A + Ay = Aok + Aaey — Aey)

1
g A(ABCD)

o = Aok + A

1 1
=12 Angen) + n Angen) —

3
-3 Angco)-

D'oli : Ag = Apgep) —Ag

8 3 5 5
= §A(Ascm‘ gA(ABCD) = §A(ABCD)= g

2. Les fractions équivalentes a g s'écrivent

ok avec kentier relatif.

On a5k+8k=104, d'ot 13k=104 et k=38.
La fraction solution est donc : g—g .

Exercice 1.

A=2.2 - /32 + 50

=242 - J16x2 + /252
=2./2-4.2 +5.2 =3.2
B=3./12 —4./75 -2./27
=6./3-20./3 -6./3=-20./3
=(3./7)2-10=9x7-10=53
Do 21 +412 _33+2./3 _

JT5 5.3
E= J132-122 = /(13 + 12)(13-12)
25 =5
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=—4+ /2022 +1)
= A+2x2+ 2 = .2

=25 +17
=5 +2%x2./5 x1+12
=20+4,/5 +1=21+4./5

=32 + 132 -1)=(3./2)2 -
=9x2-1=17

Exercice 8.

Pour comparer ces fractions, plusieurs métho-
des sont possibles :

—réduire les fractions au méme dénominateur
(cas traité ci-dessous) ;

— rechercher une valeur approchée (poser les
divisions) ;

— décomposer chaque fraction en utilisant I'unité

ENEEY IR
(parexemple.4_1 16 =1 6
1 3 15

1 Edouz 16).

3_12 43 15 13 _39
T AR v IRl

et 20 240 oy 1320 6 _108

12 M T a7 T e
17_19 ;.6 _17

T2 ™7 s

1. Il semble que, pour n et p entiers naturels

telsquen<p,L <P
n+1 p+1

Pour comparer les nombres —— et P
n+1 p+1’

cherchons le signe de leur différence.

_np+hH-pn+1)
n+l p+1  (+D(p+D

_ n-p

S+ D+
n—p est négatif (car n<p), (n+1)(p+1)
est positif (produit de deux positifs) donc le

n P

quotient est négatif. Il s’ensuit — < P
+1 p+1

et la propriété est toujours vraie pour n et p
entiers naturels tels que n< p.

2. Pour ranger les rationnels, on utilise la pro-
priété démontrée :

o 18 _29 125 80 80 .

61930 “126 79 ‘ggnest pas

une fraction detypeL ?—8 1).

Exercice 9.

2
1.302= (3 + l)

100
_gqy 12 4
=9+ 10 * 1oo00 ~

2. Encadrement de m par deux entiers
consécutifs: 3<m<4

3. En utilisant la touche =, la calculatrice
affiche : 3,141 592 654, d’ou :

—valeur approchée de 7 par défaut a 10~3
prés : 3,141 ;

—valeur approchée de 7 par excés a 1073
pres : 3,142,

4. 'arrondi de  au millieme : 3,142 (le 4®
chiffre de la partie décimale est 5).

5. La troncature de % au centieme : 3,14 (la

calculatrice affiche : 3,142 8...; 22/7 est une

approximation de 7).

3
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ALGEBRE

Exercice 1.

Vrai ou faux ?

Pour chacune des affirmations suivantes,
dites si elle est vraie ou fausse et justi-
fiez.

a. Pour tout nombre X, le nombre x — 1
est plus petit que x.

b. On peut trouver un nombre x tel
que X — L X

> .
c. Pour tout nombre x, le nombre
— X — 3 est plus petit que zéro.
d. On peut trouver un nombre x tel
que — x — 3 soit égal a zéro.
e. On peut trouver un nombre x tel que
3x  2x-1 T 3+ 2x

8

soit égal a zéro.
4 2

f. Pour tout nombre x, %TX - %

+ 3+2x est plus grand que zéro.

Exercice 2.

Résoudre par une méthode de votre choix
le systéme suivant :

=2x-2
ORK
x+2y =11

Exercice 3.

Soit la figure ci-dessous
AB=7cm,AD =4 cm et

DC =4 cm. On pose AM = xcm.
Déterminer la position du point M pour
que les aires du trapéze AMCD et du
triangle MBC soient égales. Quelle est
cette aire ?

A M B

Exercice 4.

Pleins pots. (d’aprés un exercice de Maths
sans frontiéres)

Julie prépare avec son pere de la gelée
de framboises. Ils obtiennent 8,4 kg de
gelée et remplissent 20 pots de 3 tailles
différentes. Julie range les pots sur trois
étageres, comme I’indique le dessin ci-
apres, de telle sorte que chaque étagere
supporte le méme poids. Déterminez la
masse de chaque sorte de pot rempli.

a. En utilisant une méthode algébri-
que.

b. En utilisant un raisonnement arith-
métique.

5 E=E =
=R

B0 BT B EEEgE

Etagére du haut: 1 petit (3 gauche),
2 moyens, 1 gros — étagére du milieu :
4 moyens, 2 petits — étagere du bas:
8 petits et 2 moyens.

Exercice 5.

Dans son porte-monnaie, Nathan a moins
de 10 piéces, toutes de 50 cents ou 2 €.
Je sais qu’il a au moins 12 euros. Com-
bien de piéces de chaque sorte peut-il
avoir ?

1. Proposer une solution a 1’exercice
ci-dessus.

2. A Paide d’une résolution graphique,
trouvez toutes les solutions au probléme.

Exercice 6.

Si on augmente de 6 cm les cotés d’un
carré, on obtient un autre carré dont
Paire vaut 9 fois celle du carré initial.
Quel est le coté du carré ?

4
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CORRIGES

Exercice 1.

a.Vrai. — 1 <0, donc — 1 +x<0 + xc'est-a-
dire: x—1<x.

1

h. Faux. Cette équation est équivalente a — 7

= 0. (soustraction de x aux deux membres de
I'égalité). Cette derniere égalité est toujours
fausse, donc I'équation initiale n'a pas de
solution.
c. Faux. Pour x=-5,-x-3=5-3=2>0.
d. Vrai. Pour x=-3,-x-3=—-(-3)-3=3
-3=0.
Ix  2x-1 3+ 2x
. L= - ==+
e. Faux 1 5 2
_ b _4@x-1) + 3+ 2x
8 8 8
_bx—8+4+3+2x _ 7
8 8

7
Or §¢0.

f. Vrai. Voir question précédente.

Exercice 2.
Vous avez le choix entre les trois méthodes
suivantes :

a) Par substitution :

y=2x-2
=
x+2(2x=2) = 11

5x—4 =11
15
= — :3
& 5 .
y=2x3-2=14

La solution du systeme (S) est (3 ; 4).

b) Par combinaison :

S) & 2%—y =2 o Ax-2y =4
x+2y =11 x+2y =11

On a multiplié la 1" ligne par 2 et conservé la
2¢ ligne.

5x =15
=3
x+2y =11

x=13
o
{3+2y: 11

On a remplacé la 1 ligne par la somme, terme
a terme, des deux lignes et conservé la
28 ligne.

x=3
=
{y: (11-3)+2 =14
La solution de (S) est (3 ; 4).

c) Par lecture graphique : considérons que le
plan est muni d'un repere (0, I, J) et soit (d) la
droite d’équation y=2x—2; (d) passe par
A(0;—2) et B(1; 0). Soit (d") la droite d’équa-
tion x +2y=11; (d’) passe par les points
C(1;5) et D(5;3). On trace (d) et (d”) et on lit
les coordonnées de leur point d’intersection
M(3; 4), d’ou la solution du systeme (S).

c (d)

=

Exercice 3.

Le lecteur se réferera a la Fiche 41 pour la for-
mule de calcul d'aire du trapéze et a la
Fiche sur les techniques de résolution d'une
équation.

On exprime I'aire du trapéze AMCD et du trian-
gle MBC en fonction de x.

A _(AM+DC)xAD _ (x+4)x4
AMCD = =
2 2
=2x+38
7+4)x4
Pvsc=Pagco —Pacn = % —(2x+38)

=22—-(2x+8)=14-2x

17



AMBC:AAMCD<:>2)(+8:14—2X<:> Ay +8

=llsx= % =15cm.

L'aire du triangle MBC est alors :

Ayge =14 — 2 x 1,5 =11 cm?, et on vérifie:
A =2 % 1,5+8=11cm?.

On peut aussi observer que les aires du trapéze
AMCD et du triangle MBC sont égales si et seu-
lement si I'une d’entre elle est égale a la moitié
de I'aire du « grand » trapeze ABCD et résou-
dre I'équation : Ayep = 11 (0u Ayge = 11).

Exercice 4.

a. Solution algébrique. La masse totale de
gelée étant 8,4 kg et chaque étagére suppor-
tant le méme poids, on en conclut qu'il y a
8,4 + 3 =28 kg de gelée sur chaque étagere.

Appelons x la masse d'un petit pot, y la masse
d'un pot moyen et z la masse d’un grand pot.
L'observation de I'illustration permet d'écrire les
égalités suivantes :

X +2y +1 =28 (1" étagere); 2x +4y =28
(2 étagere) et 8x+ 2y=2,8 (3° étagere).

Il s’agit donc de résoudre le systeme (S) suivant :

X+2y+z1 =28
(S)y2x+4y = 28
8x+2y =28

X+2y+z1 =28
2x+2(2y) = 2,8
8x+2y =28

Le terme « 2y » étant commun aux trois équa-
tions, on procede par substitution :

(S

=

X+2y+z =28
() S 2x+2(2y) = 2,8

2y = 2,8 -8x
X+(28-8x)+z =28
S I 2x+2(2,8-8x) = 2,8
2y = 2,8 —8x
28-Tx+z =28
< (5)956—14x = 28
2y = 2,8 -8x

z=17x
<) 114x = 2,8
2y = 2,8 —8x
x =102 x =02
&2y =28-8x02<(3y = 0,6
7 =17x%x02 z1=14

On vérifie: 02 +2x06+1,4=28;2x0,2
+4x06=28¢et8x02+2x0,6=228.

Le petit pot pese 200 g, le pot moyen pése
600 g et le grand pot pése 1,4 kg.

b. Solution arithmétique. Cette solution repose
sur I'idée suivante : les étageres supportant le
méme poids, si I'on retire deux objets de méme
masse a deux étageres, elles supportent tou-
jours le méme poids. On considere donc les
étageres deux a deux et on les déleste au maxi-
mum, afin d’établir des correspondances entre
les masses des différents types de pots. On
obtient les équivalences suivantes :

— deux pots moyens ont la méme masse que 6
petits pots (on regarde les étageres du milieu
et du bas et on retire a chacune deux moyens
pots et deux petits pots) ;

—un grand pot a la méme masse que 7 petits
pots (on regarde la disposition initiale des éta-
geres du haut et du bas et on retire a chacune
deux pots moyens et un petit pot).

On peut donc exprimer la répartition de la gelée
en « équivalents petits pots » : il y a en tout un
grand pot, 8 pots moyens et 11 petits pots, ce
qui correspond a : 7 + (4 x 6) + 11 = 42 petits
pots pour une masse totale de 8,4 kg de gelée.
Chaque petit pot a donc une masse de
8,4 +42 =10,2 kg. On en déduit la masse d’un
pot moyen et d'un grand pot.

Exercice 5.

1. Nathan peut avoir 9 pieces de 2€. En
effet, il aura alors moins de 10 pieces et sera
en possession de 18 €, donc de plus de 12 €.

2. Il faut commencer par mettre le pro-
bléme en équation (voir Fiche 18 exer-
cice 2).

Soit x le nombre de pieces de 0,50 € et y le
nombre de pieces de 2€ en possession de
Nathan.

« Nathan a moins de 10 piéces » se traduit par
X+ y<10et « il a au moins 12 euros » se tra-
duit par 0,5x+ 2y>12.
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I s’agit donc de résoudre le systéme :

) {x+ y<10

0,5x+2y>12
Considérons que le plan est muni d’'un repere
(0, 1, ) et soit (d) la droite d’équation
x+ y=10; (d) passe par A(0 ; 10) et B(10 ; 0).
Soit (d’) la droite d'équation 0,5x + 2y =12;
(d”) passe par les points C(0 ; 6) et D(8 ; 4). On
trace (d) et (d").
Détermination des demi-plans représentant les
solutions de chacune des inéquations du sys-
téme (S) : supposons que x=0et y=0.
0 + 0 < 10 donc le demi-plan représentant les
solutions de x + y < 10 contient O (cf. figure
ci-apres).
0,5%0+2x0<12 donc le demi plan repré-
sentant les solutions de 0,5x + 2y> 12 ne con-
tient pas O (cf. figure ci-apres).

y

—

Les solutions du systeme (S) sont les coordon-
nées entieres (et positives) des points se
situant dans la zone doublement hachurée. On
lit donc les solutions suivantes : (0 ; 6), (0 ; 7),
(0;8), (0;9), (1;6), (1;7), (1;8), (2;6),
(2;7),(3;6)et(4;5).

Nathan peut avoir :

— aucune piéce de 50 cents et, au choix, 6, 7, 8
ou 9 pieces de 2 € ;

—une piece de 50 cents et, au choix, 6, 7 ou
8 pieces de 2 € ;

— deux pieces de 50 cents et 6 ou 7 pieces de
2€;

— trois pieces de 50 cents et 6 pieces de 2 € ;
— 4 pieces de 50 cents et 5 pieces de 2 €.

Il faur penser (comme toujours lorsqu’on
met un probleme en équation) a placer la
résolution dans le champ numérique induit
par le contexte. Ici, x et y désignent des
entiers naturels. Cette donnée est a prendre
en compte au moment de la lecture des
solutions.

Exercice 6.

Soit x la mesure du coté du carré initial ; I'aire
de ce carré est x.

Aprés augmentation, le c6té du carré mesure x
+ 6 et I'aire du nouveau carré est (x+ 6)2.

« ... l'aire vaut 9 fois celle du carré initial » se
traduit par 'équation (x+ 6)2 = 9x2.
x+6)=9% e (x+6)2-92=0

< (x+6)2-302=0
SX+6+30X+6-3x=0 (IR3)

< (Ax+6)(6-2%=0

< Ax+6=00u6-2x=0car «un produit
est nul si et seulement si un de ses facteurs
est nul ».

L'équation 4x+ 6 = 0 a pour solution x=— % :
Cette solution est a rejeter car x désigne une
longueur, donc ne peut prendre une valeur
négative.

L'équation 6 — 2x= 0 a pour solution x= 3.

On vérifie que (6 +3)2=9x 32 Le coté du
carré mesure 3 cm.
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LES QUATRE OPERATIONS

Exercice 1.

Effectuez (sans calculatrice) les calculs
suivants :

a. 7,2+2,3+2,8+ 12,725 + 1,7
b. 7,2+2,3-2,1-1,3+0,7

c. 7,2+ (2,3-2,1)— (1,3 + 0,7)
d. 555+1,5%x3

e. 10x14+7
f.15-12+3+12x%x3

Exercice 2.

Placez entre les chiffres un signe d’opé-
ration (+ ; —; x ou +) et, au besoin, des
parenthéses pour obtenir une écriture
correcte sur chaque ligne.

3333=2 7777=48
3333=3 7777=56
4444=20 8888=15
4444=32 8888=280
5555=6 9999=82

Exercice 3.

De l'égalité «482 x 1,25 = 602,5 »,
déduisez les résultats des calculs suivants :

a. 4820x 12,5 = ...

b. 0,482 x 125 = ...

c. 48200 x 0,0125 = ...
d. 48,2x25 = ...

e. 602,5 ~4820=...
f. 6,025+ 1,25 = ...

g. 6025+ 1250=...

Exercice 4.

Sans poser d’opérations, calculez 18 x 5
d’au moins trois facons différentes. Indi-
quez, pour chaque méthode, la régle ou
propriété utilisée.

Exercice 5.

a. On vérifiera a la calculatrice que :

45 X 6 767 = 4 545 X 67 et que

248 X 534 534 = 248 248 x 534.

b. Donner deux autres produits « éton-
nants » (vérifier a la calculatrice).

c. Justifier les deux égalités de la pre-
miere question.

Exercice 6.

Le reste de la division d’un entier a par
103 est 78. Quel nombre faut-il ajouter
a a pour que le quotient entier soit
exact et augmente de 2 unités ?

On vérifiera la solution.

Exercice 7.

Apres cing devoirs de méme coeffi-
cient, un ¢leve calcule qu’il a 11 de
moyenne.

Quelle note devra-t-il avoir au prochain
devoir « qui compte double » pour aug-
menter sa moyenne de 2 points ?

Exercice 8.

Sans poser d’opération, donner une
valeur approchée au centieme de I’opé-
ration 1,96 x 1,96.

Exercice 9.
Voici la table de Pythagore de la multi-
plication :

3(4|5|/6[7|8|9
3/4|5|6]7|8|9
6
9

8 (10|12|14|16|18
12115(18|21 24|27
12]16|20|24|28/32|36
10{15]|20|25|30/35/40|45
12118]24|30/36|42|48|54
14121|28|35/42|49|56|63
16|24|32|40/48|56|64|72
18|27|36|45/54|63|72|81

0 NoO|jO|hdW|IN|~ X
0| N[OOI W IN ||

O
\e}

a. Calculer la somme des cinq nombres
des deux croix de centre 10.

b. De méme, calculer la somme des
croix de centre 24.

c. Trouver une régle qui permette de
calculer rapidement la somme des cinq
nombres d’une croix quelconque de la
table. Justifier cette régle.
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CORRIGES

Exercice 1.

a.72+23+28+12725+17
=(12+28)+(23+1,7) + 12,725
=10+4+12,725= 26,725

bh.72+23-21-13+07
=72+3-21-13=102-34=6,8

c.7,2+(23-21)-(1,3+0,7)
=72+402-2=74-2=54

d.55+15x3=55+45=10

e.10x14+7=140+7=20
(ou 10 x 2 =20)

f.15-12+3+12%3
=15-4+36=11+36=47.

Exercice 2.
Plusieurs solutions sont possibles, dont celles

qui suivent :

3+3+3+3=2 IxT7—-1+7=48
B+3+3)+3=3 (7+7+7)xT7=56
bd+4+4)x4=20 8+8-8+8=15
Axb4+4x4=32 8x8+8+8=80
(5x5+5)+5=6 I%x9+9+9=82

Exercice 4.

Exercice 3.
Déduisons de I'égalité « 482 x 1,25 =602,5 »
les résultats des calculs :

a.4820x12,5=482x10x1,25x 10
=602,5x 100 =60 250

b. 0,482 x 125 =482 + 1000 x 1,25 x 100
=602,5+10=60,25

c. 48200 % 0,0125 =482 %100 x 1,25 + 100
=602,5

d.482x25=482+10x1,25x10x 2
=602,5x2=1205

e.602,5+4820=1602,5+482 + 10

=125+10=0,125

f.6,025 + 1,25 =602,5 + 100 + 1,25

=482 +100=4,82
g8.6025+1250=602,5x10+(1,25x 1000)
=482 +100=4,82

Pour éviter des erreurs grossieres, utiliser des
ordres de grandeur des nombres. Exemple :
calcul (a) : I'ordre de grandeur du résultat est
5000 x 10 soit 50 000.

On peut calculer mentalement 18 x 5 de plusieurs fagons :

Calculs

Propriété utilisée

(10+8)x5=10x5+8x5=50+40=90

Distributivité de la multiplication sur I'addition.

(20-2)x5=20x5-2x5=100-10=90

Distributivité de la multiplication sur la soustraction

(Ox2)x5=9x(2x5=9x10=90

Associativité de la multiplication

18x10+2=180+2=90...

Multiplier par 5 revient a multiplier par 10
puis diviser par 2.

18+18+18+18+18=36+36+18=72+18=90

Multiplier un entier par 5 revient a I'ajouter 5 fois.

Exercice D.

a.45x 6767 =304 515

4 545 x 67 = 304 515

248 x 534 534 = 132 564 432
248 248 x 534= 132 564 432

h.12x3535=1212x35=142420
et 32 x 7676 =3232x76=245632

C.45x 6767 =45x (6700 + 67)

=45x (67 x 100 + 67) =45 x (67 x 101)
=67 % (45x101) = 67 x (45 x 100 + 45)
=67 x 4 545.

248 x 534 534 = 248 x (534 x 1 001)
=534 x (248 x 1 001) = 534 x 248 248.
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Exercice 6.

Soit ¢ le quotient. Les nombres donnés véri-
fient la relation caractéristique de la division
euclidienne : a =103 x ¢ + 78. Si on appelle
a’ le dividende modifié, on aura & = 103 x (g
+2) =103 x g + 206. Le nombre qu'on doit
ajouter a a est la différence & —a c'est le
nombre 206 — 78, soit 128.

Vérification: a + 128 =103 x ¢ + 78 + 128
=103 x g+206 =103 x g+ 2 x 103 =103
x(q+2).

Exercice 1

La somme des notes obtenues jusqu’a présent
est 55(5 x 11). Soit n la note qu'il souhaite
obtenir au prochain devoir. Sachant que la

moyenne espérée est 13, on a: 55; 2n _ 13.

En résolvant I'équation, on obtient la valeur 18
pour 7.

Exercice 8.
A=196x196=196%=(2—0,04)2
=22-2x2x0,04 + 0,042

(développement en utilisant I'identité remar-
quable ((a— b)Y’ = a2 —2ab+ b?).
A=4-0,16;A=3284.

Remarque: 0,042 = (4 x 10722 =16 x 10~ 4,
Comme on recherche I'arrondi de A au cen-
tieme, on « néglige » cette valeur.

Exercice 9.

a. La somme des cing nombres des deux croix
de centre 10 est: (8 +12) + (5 +15) +10
=50.

b. Iy a quatre croix centrées sur 24 :

16 21
|21 2 27| |16 24 32|
32 27
20 18
|18 2 30| |2o 24 28|
28 30

La somme des cing nombres des quatre croix
de centre 24 est 120 :

(16 +32) + (21 +27) + 24 =120

(18 +30) + (20 + 28) + 24 =120

¢. Chaque case centrale est le produit de deux
entiers. On observe dans les deux cas précé-
dents que la somme des cing entiers des croix
est le produit de la case centrale par 5 (50 =
10x5et 120 =24 x 5).

Montrons que cette régle est toujours vraie.
Soit une croix quelconque centrée sur le produit
nx peta, b, ¢, dles entiers périphériques :

p

|n|...|b nxp| d
c

Calculons a, b, ¢, den fonction de net p:
a=(n-1)xp=nxp-p
b=nx(p-1)=nxp-n
c=m+1)xp=nxp+p
d=nx(p+1)=nxp+n.

Il sensuit: a+b+c+d=4xnxpetla
somme des cing nombres de la croix est bien
égaleabx nxp.
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PROPORTIONNALITE ET FONCTIONS

LINEAIRES

Exercice 1.

Entourez les bonnes réponses dans le tableau ci-dessous.

A B C D
a. Un piéton marchant a la vitesse cons- |12min [0,2h 1 20 min
tante de 5 km/h parcourt 1 km en... 5 h
b. Les dimensions d’un rectangle sont 9,9 13,5 6,25 cm |4,5cm
5,4 cm et 1,8 cm. On ’agrandit : 3
la nouvelle longueur mesure 13,5 cm.
La largeur agrandie mesure...
c. Siy = 5x alors... x=02y |y 5 2y X 1
L == x= =< = ==
X 2 5 y 5
d. Par quel nombre faut-il remplacer a 19,8 x 12 11 21,6
pour avoir un tableau de 9
proportionnalité : 5
5 7 a
9 12,6 19,8
e. La réduction la plus avantageuse est... |84 € 1€ 15 € 40 €
sur sur 8 € |sur sur
700 € 120 € 250 €

Exercice 2.

Un club de sport d’un centre de vacan-
ces propose deux formules de prix :

—la formule A : la séance cotite 7 € ;
—la formule B: achat d’une carte
d’adhérent a 36 € qui réduit le cotit de
la séance a 3 €.

a. Exprimer les colts A(x) et B(x) de x
séances pour chacune des formules A
et B.

b. Représenter graphiquement dans un
repere orthogonal les fonctions A et B
en fonction de x (on prendra 1 cm pour
1 séance en abscisse et 1 cm pour 10 €
en ordonnée).

c. Interpréter cette représentation.

Exercice 3.

Un couple travaille dans une entre-
prise. Dominique gagne 50 % de plus
que Claude.On posera x le salaire men-

suel de Dominique et y le salaire men-
suel de Claude.

Le salaire de Claude est augmenté de
12,5 % et celui de Dominique de 5 %.

1. Sachant que le salaire mensuel de
Claude était de 1800 €, quel est le
nouveau revenu mensuel du couple ?

2. Exprimer le nouveau revenu men-
suel du couple en fonction de y.

3. En partant d’un salaire initial pour
Claude de 1800 €, calculer le pour-
centage d’augmentation des revenus du
couple.

4. Plus généralement, montrer que
I’augmentation des revenus du ménage
en pourcentage est constante, quelle
que soit la valeur de y.

Exercice 4.
Trois personnes mettent 9 h 45 min
pour effectuer un travail. Combien cinq
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personnes, travaillant dans les mémes
conditions, auraient-elles mis de temps
pour faire le méme travail ?

Exercice 5.

1. Aprés avoir observé le carré ci-dessus,
exprimer, en fonction de x, le périmeétre
f(x)du domaine grisé.

2. La fonction x — f(x) est-elle linéaire ?

Exercice 6.

Alain veut agrandir un dessin qui
mesure 14,5 cm X 18 cm.

Pour cela, il utilise une photocopieuse
qui dispose des agrandissements sui-
vants :

|115%

|122%

|141%

|150%

Quel agrandissement doit-il choisir
pour que son dessin soit agrandi au
maximum tout en « rentrant » dans une
feuille 21 cm X 29,7 cm ?

Exercice 7. L'écluse (Publication
APMEP, n° 35)

Le sas d’une écluse a la forme d’un
pavé droit d’une longueur de 125 m et
d’une largeur de 12 m. La différence de
niveau entre les deux biefs est 7 m. Le
remplissage du sas dure 6 min.

1. Quel est, en m?, le volume de I’eau
admise dans le sas ?

2. Quel est le débit, en L.s™ !, d’admis-
sion de I’eau ?

3. Quel est le pourcentage de dénivel-
lation entre les deux biefs ?

Exercice 8.

Cet exercice s’appuie sur les documents 1
et 2 qui suivent les questions :

On veut fabriquer une boite dont la
forme est un parallélépipede rectangle.
La face ABCD est un carré dont la lon-

gueur du coté est x. L’autre dimension
du parallélépipede a pour longueur y.
On dispose d’une ficelle pour entourer
la boite, comme I’indique la figure sui-
vante. Pour les questions 1, 2 et 3, la
longueur de la ficelle est fixée a 100 cm.

A B

D X \C

1. a. Exprimer y en fonction de x
sachant que ’on utilise toute la ficelle.
b. Exprimer I’aire du parallélépipede
(somme des aires des faces) en fonction
de x.L’aire du parallélépipede est-elle
proportionnelle au cété du carré ?

c. Pour quelle valeur de x obtient-on
un cube ?

2. On a utilisé un tableur-grapheur pour
étudier les variations de I’aire du paral-
1élépipéde en fonction de la mesure x
de l’aréte.

On rappelle pour cette question que la
longueur de la ficelle est fixée a 100 cm.
En vous aidant des copies d’écrans
fournies (documents 1 et 2), quelle est
I’aire maximale du parallélépipede ?
Quelles sont alors les dimensions de la
boite ?

Pour les questions suivantes, on fixe x = 5.

3. A P’aide du document 2, déterminer
I’aire du parallélépipéde pour des ficelles
de 1m; 0,80 m; 0,75 m ; 0,50 m.

4. Par le calcul, déterminer laire du
parallélépipede pour des ficelles de
0,6 m et 0,7 m.

5. Reproduire et compléter le tableau
ci-dessous :

Longueur de la ficelle
exprimée en cm

Aire du parallélépipéde en cm?

Quelle relation y a-t-il entre ’écart entre
deux longueurs et I’écart entre deux
aires correspondantes ? Démontrez-la.
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1 Ficelle 1 m_[Ficelle 0.75 m |ficelle 0.5 m Ficelle ncm
P X AIRE AIRE AIRE AIRE 80
: 0 Q 0 Q
4 0. 97.5 725 47.5 775 varlation de I'aire
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€ 1. 2775 2025 1275 2175 700
360 260 1 2i 000 | s
2. 437, 3125 187.5 3375
51 360 210 390 500
3 577, 4025 2275 4375 g 400 ; \
540 440 240 480 3 2 i
4. 697.5 4725 2475 517.5 5300
750 500 250 550 'E 200 I X
5 797.5 522.5 2475 577.5 { *
840 540 240 600 100
€ 6. 877, 552.5 227, 617.5 0 \
91 560 21 630 0 5 10 15 20
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8. 977.5 552.5 1275 637.5
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24 10.5 997.5 4725 -52.! 577.5
25 1 990 440 -1 550
26 1.5 977.5 402.5 -172.5 517.5
27 12 960 360 -240 480
28 125 937.5 3125 -3125 4375
29 13 910 260 -390 390
30 13 877.5 2025 -472.5 337.5
31 14 840 140 -560 280
32 14 797.5 72, -852.5 2175
33 15 750 -750 150
34 15.5 697.5 -77. -852.5 775
35 16 640 -160 -860 Q
36 16.5 577, -247.5 -1072.5 -82.5
37 17 51 -340 -1190 -170
38 17.5 437 -437.5 -1312,5 -262.5
39 8 360 -540 -1440 -360
40 18.5 2775 -647.5 -1572.5 -462.5
41 18 190 -760 -1710 -570
42 19.5 97.5 -877.5 -1852.5 -682.5
43 20 Q -1000 -2000 -800
43
ag
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CORRIGES

Exercice 1.
a. Réponses A, B et C : pour 1 km le piéton met
5 fois moins de temps que pour 5 km.

b. Réponses B et D: la largeur du rectangle
initial mesurant le tiers de sa longueur, il en
sera de méme sur la figure agrandie (un
agrandissement — ou une réduction — conserve
les proportions) et 13,5+ 3 =4,5. On peut
aussi calculer I'échelle: 13,5 +54 =25:1a
largeur agrandie mesure 1,8 x 2,5, soit 4,5.

c.RéponsesA et D: x =% = %y =0,2y (on

divise les 2 membres de I'égalité donnée par 5).

d. Réponse C : on peut rechercher le coefficient
de proportionnalité (le nombre & par lequel on

multiplie les nombres de la 1" ligne pour obte-
nir ceux de 1a 28):ona 5x k =9 d'ou k:%
(= 1,8). Par conséquent, pour passer de la 2¢

ligne & la 1% il faut diviser par % Clest-a-dire

multiplier par g .D'ot 19,8 x 5/9 = 11.

e. Réponse D : pour connaitre la réduction la
plus avantageuse, il est commode d’exprimer
les réductions en pourcentage.

. , 84
| — =012=12%;
On obtient dans I'ordre 700 0, % ;

1 _ _ o 15 _ _ o
3 =0,125=125%; 120 =0,125=125%;
40

— =0,16=16 %.

750 0,16=16%

Exercice 2.

a. A =7x et B(X)=3x+36.

h. A(x) est une fonction linéaire, donc sa repré-
sentation graphique est une droite passant par
I'origine. B(x) est une fonction affine, donc sa
représentation graphique est une aussi une
droite, mais elle ne passe par l'origine car
I'image de 0 (le prix pour 0 séance) est 36.
Pour construire ces droites, il faut déterminer
les coordonnées de deux points ; par exemple :
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A(0) = 0, A(6) = 42, B(0) = 36 et B(4) = 48.

.

60 e e

50

40

30

20

10

0

c. Sur le graphique, les droites se coupent au
point P(9 ; 63). Pour 9 séances, les deux tarifs
sont les mémes (63). Pour un nombre de séan-
ces supérieur a 9, la formule B est la plus
avantageuse. Remarque : Une lecture graphi-
que étant approximative, on utilise générale-
ment la solution algébrique. Les deux tarifs
sont identiques pour A(x) = B(x), soit pour 7x
= 3x + 36. La solution de cette équation est 9
(Ia lecture graphique est confirmée).

Exercice 3.
Si un salaire augmente de 12,5 %, le nouveau
salaire est I'ancien « x 1,125 ».

1. Sile salaire de Claude était 1 800 €, alors
celui de Dominique était de 1800x 1,5 soit
2 700 €. Le nouveau revenu mensuel pour le
couple est:1800 x 1,125 +2700 x 1,05
=14860 €.

2. On pose x le salaire de Dominique et y le
salaire de Claude.

X=y+ %ydonc X= %y: 1,5y.

On pose rle revenu du couple avant augmenta-
tion et R le revenu du couple aprés augmenta-
tion.
Ona:R=yx1,125+15yx1,05=27y.

3. Pour y=1800,0na:x=2700, r=4500
et R =4 860.

R _ 4860
T S0 1,08 ; donc le pourcentage
d’augmentation est de 8 %.
4. On pose o la valeur du pourcentage d'aug-
mentation.
Onar=y+15y=25yetR=27y
o= (R=n) _(@27-25y _ 02
r 2,5y 2,5y
2 8 o
=% = 100 =8%.
Le pourcentage d’augmentation reste constant
quelle que soit la valeur de y.

Exercice 4.

Il s'agit d’une situation de « proportionnalité
inverse ».

9h45min =9,75 h. On peut raisonner ainsi :
une personne mettrait 3 fois plus de temps que
trois personnes, donc 9,75 % 3 (h); cinq per-
sonnes effectueraient ce travail en 5 fois
moins de temps qu'une personne, soit en
(9,75 % 3) + 5 (h), c’est-a-dire :

5,85h (5 h+ 0,85 % 60 min) ou 5 h 51 min.
On pouvait aussi appliquer directement I'opé-

rateur « x % ».
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Exercice 5.
1. Le domaine grisé a pour périmétre celui

d’un cercle de rayon % sdoll () =T x x.

2. x—> f(x) donne x— 7 x x; c’est une fonc-
tion linéaire de coefficient m.

Exercice 6.
On calcule les rapports « dimensions feuille/
dimensions dessin » :
21 ko
5~ 1,45 (= 145 %)
29,7
t =2 =1,65(=165%).
et g 65 ( )

Alain devra choisir I'agrandissement 141 %.

Exercice [
1. Le volume V d’eau est :
125 % 12 % 7 =10 500 m3.

2. Le débit est % ; V.=101500000 L,

6 min =360 ,
on V10500000 _ 1
d’oll TS 0 29167 Ls™*.

3. La dénivellation (en %) est :

7 _ —tRoO
7% = 0,056 = 5,6 %.

Exercice 8.

1. a. En exprimant en centimétres la longueur
de la ficelle,on a :

6x+ 2 y=100, d’'oti y= 50— 3x.

b. Aire A du parallélépipede en fonction de x:
A= 2x% + dxy, comme y=50 — 3x,

A=2x%+4x (50— 3x) = — 10 x% + 200x.

Il ne s’agit pas d’'une fonction linéaire, donc
I'aire du parallélépipede n’est pas proportion-
nelle au coté du carré.

c. On obtient un cube lorsque y = x.

Dans ce cas, on a b6x + 2y =6x +2x =8x
=100 soit x=12,5cm.

2. Le document 1 représente le graphe de la
fonction qui associe a x I'aire correspondante
du parallélépipede. La courbe obtenue est une
parabole. On peut lire que I'aire est maximale
pour une valeur de x proche de 10.

Le tableau du document 2 donne des indica-
tions plus précises.

A'la ligne 25, dans la premiére colonne (cellule
B25), on lit que I'aire maximale est 1 000 cm? ;

elle correspond a une valeur de x égale a
10 cm.

Dans ce cas, comme y=50-3x 0na:
y=50-30=20cm.

3. Pour répondre a cette question il suffit de
lire les informations données par le tableur a la
ligne 15. On obtient :

Longueur de la ficelle 1001 801 75 | 50
exprimée en cm

Aire du parallélépipéde
en cm? 750 | 550 | 500 | 250

4. Dans cette question, on a x=5.
Déterminons y pour une ficelle de 0,6 m, soit de
60 cm : la longueur de la ficelle est 6x + 2y
=60, d'ot:30+2y="60et y=15.

Par conséquent, I'aire est :

2x% + dxy= 50 + 300 = 350 cm?

On raisonne de la méme maniére avec une
ficelle de 0,7 m (70 cm) :on obtient y = 20 et
une aire de 450 cm?.

5. On compléte le tableau en utilisant les
deux questions précédentes :

Longueur de la ficelle
exprimée en cm 80 | 70 | 60 | 30

Aireduparallé%épipédeen 550 | 450 | 350 | 250
cm

A la lecture du tableau on peut constater que
lorsque la longueur de la ficelle augmente de
10 ¢m, I'aire augmente de 100 cm?.

On pose ¢ la longueur de la ficelle et A, I'aire
correspondante.
ona:30+2y=¢€etA=2x%+4xy=50+ 20y
(carx=5).

Il s’ensuit : y= g —15¢et

A, =50+20 (g_ls)zm—zm

Sion prend une longueur de ficelle de longueur
€ + e (A, I'aire correspondante) :
ona30+2y=¢€+eetA=50+20y

Doil y= (i.}?—) ~15et

A2=50+20((€—;e)—15)

=10 (€ + ) — 250.

La différence des aires est A, — A, = 10e.

On en conclut que, lorsque que I'écart entre les
longueurs est e, I'écart entre les aires corres-
pondantes est 10e (cette relation est bien véri-
fiée dans le tableau).
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GESTION DE DONNEES,
STATISTIQUE ET PROBABILITES

Exercice 1.

On considére la série statistique représentée par le diagramme en batons ci-apres :

ffectifs

=N Wbk oo

> Notes|—|

Pour chacune des affirmations suivan-
tes, dites si elle est vraie ou fausse.

a. La note la plus fréquente est 13.

b. L’étendue des notes est 14.

c. Leffectif total de la série est 25.

d. Les effectifs cumulés croissants sont
dans Pordre :

e. 1;3;5;8;9;11516;22;25.

Exercice 2.

Un enseignant a donné le méme con-
trole a ses deux classes de troisieéme. Il
écrit « dans chacune de mes classes, les
garcons réussissent mieux que les filles
mais, en tout, les filles ont mieux réussi

f. La fréquence de la note 12 est 0,25.
g. 32 % des notes sont inférieures a 10.
h. La note médiane est 10.

i. La note moyenne est 11.

j- Si on ajoute deux points a chacune
des notes de la série alors la moyenne,
la médiane et I’étendue sont inchan-
gées.

que les garcons ». Le Principal du col-
lége est surpris et lui fait savoir qu’il s’est
sans doute trompé. I’enseignant main-
tient son propos et lui adresse le tableau
des résultats de ses éleves. Qui a raison ?

3¢A 3B
notes > 10 notes < 10 notes > 10 notes < 10
Nombre de filles 10 6 2 5
Nombre de garcons 6 3 7 11

Exercice 3.

Théo rentre du collége et annonce a
son peére qu’au dernier controle de
mathématiques, il y avait autant d’¢le-
ves dans sa classe a avoir une note
supérieure a la sienne que d’éléves a

avoir une note inférieure. Son pére lui
demande quelle était la moyenne de la
classe au controle, et en déduit celle de
son fils. Est-ce possible ?
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Exercice 4.

Le tableau ci-dessous donne les précipitations et les températures moyennes d’une

ville sur une année.

Jan. | Fev. | Mars | Avril | Mai | Juin | Juil. | Aodt | Sept. | Oct. | Nov | Dec.
Hauteur de
pluie en mm 11 10 9 8 10 11 8 11 9 8 10 12
:fl"!gerat"re 21| o |3 |7 |lwol1t]12]9]|5]|2]|-2

Représenter sur un méme graphique ces données.

Exercice 5.

Un industriel a commandé a un sous-
traitant un lot de 40 piéces cylindriques
dont le diametre doit mesurer 80 mm
et il est convenu que le lot ne sera
accepté que si les deux conditions sui-
vantes sont simultanément réalisées :

—Premiére condition: I’écart entre
80 mm et la moyenne x du lot est infé-
rieur a 0,05 mm.

— Deuxiéme condition : au moins 60 %
des pieces du lot ont un diameétre d tel
que 80 — 0,05 < d < 80 + 0,05.

Les mesures faites sur le lot sont les suivantes :

Mesure de d
30,05 mm prés 79,75179,80|79,85|79,90|79,95| 80 |80,05]|80,10]80,15|80,20
Nombre de pieces | 1 2 3 5 6 14 5 2 1 1

1. Calculer la moyenne x des mesures
faites.

2. Quel est le pourcentage de piéces
dont le diameétre d vérifie la deuxiéme
condition ?

3. Le lot est-il accepté ou refusé par
I’industriel ? Justifier la réponse.

Exercice 6.

Le tableau ci-dessous donne la distance
entre le domicile et le lieu de travail des
personnes employées dans une entreprise.

[0; L[| [1;5[|[5511]

Distance en km

personnes et 0,5 cm pour représenter 1
km sur I'axe des abscisses.

Exercice 7.

L’histogramme ci-dessous représente,
pour une ville, la durée d’ensoleille-
ment exprimée en heures sur une
période de 40 jours.

Nombre de personnes| 8 16 12 ] |Ensoleillgment.
Construire, sur papier millimétré, I'histo- 7 = * | ° |9 ——f————ﬁﬂ—/mf——

gramme de cette séric dont les classes
n'ont pas la méme amplitude. On prendra
1 cm? pour représenter un effectif de 4

Déterminer la médiane de cette série de
données a partir de ’histogramme fourni.
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Exercice 8.
Indiquez quelles réponses sont exactes.

1 Les cartes d’un jeu de 32 cartes sont
réparties en quatre catégories (carreau,
ceeur, pique et tréfle). Chaque catégorie
compte huit cartes (As, Roi, Dame, Valet,
10, 9, 8, 7). En tirant une carte au hasard,

a | la probabilité de tirer une carte de cou- 0,25 0,5 0,75
leur noire est...

b | la probabilité de tirer un tréfle est... 0,25 0,5 0,75
0,0625 0,125 0,25
0,0625 0,125 0,25

c | la probabilité de tirer une dame est...

d | la probabilité de tirer un 7 rouge est...

2 On lance a deux reprises un dé a 6 faces
dont une face est rouge, deux sont bleues
et trois sont jaunes. La probabilité
d’obtenir « jaune » puis « bleu » est...

[ 1S
[N R

==

3 Jean est un étonnant personnage : cha-
que jour, soit il rit, soit il pleure. S’il rit
un jour, la probabilité pour qu’il rie le
lendemain est 0,6. S’il pleure, alors la 0,62 +
probabilité pour qu’il pleure a nouveaule | 0,4 x 0,8
lendemain est 0,2. Dimanche, Jean a ri.
La probabilité pour qu’il rie le mardi se
calcule en effectuant...

0,82 + 0,22 0,36 + 0,32

Exercice 9. Mehdi joue au jeu du franc-carreau sur
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Dix urnes opaques et indiscernables
contiennent des jetons blancs et des
jetons noirs. Il y a trois urnes contenant
chacune 400 jetons noirs et 600 jetons
blancs, deux urnes contenant chacune
400 jetons noirs et 1 600 jetons blancs
et cinq wurnes contenant chacune
50 jetons noirs et 450 jetons blancs.

1. On choisit au hasard une des urnes,
de laquelle on tire au hasard un jeton.
Quelle est la probabilité de I’événement
(N) : « on a tiré un jeton noir » ?

2. On mélange tous les jetons dans une
grande caisse, puis on tire un jeton au
hasard. Quelle est la probabilité pour
que le jeton tiré soit noir ? Que cons-
tate-t-on ?

Exercice 10.

Un jeu ancien, appelé «jeu du franc-
carreau », consistait a lancer un jeton
sur un quadrillage tracé au sol et a
miser sur le fait que le jeton touche ou
non une des lignes du quadrillage.

un plateau en bois a quadrillage carré et
s’intéresse a I’événement (E) : « le jeton
ne touche aucun coté de carré ». Il n’a
pas tenu compte des cas ou le jeton
tombait du plateau.

11 a relevé les résultats de ses expérien-
ces dans le tableau suivant :

Nombre de lancers S 3: (rg)allsatlon
5 2
10 3
20 6
50 13
100 22
200 54
300 73

1. Calculer la fréquence de I’événe-
ment (E) et proposer une valeur de
P(E).

2. Prouver que p(E) =

=
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CORRIGES

Exercice 1.

Bien que I'énoncé ne le précise pas explicite-
ment, le diagramme semble représenter les
résultats d’une classe a un devoir.

a. Vrai — La note 13 a été la note la plus obte-
nue (6 fois).

b. Faux — Les notes sont comprises entre 6 et
14. L'étendue de la série est 8 (14 — 6 = 8).

c. Vrai — L'effectif total est la somme des
effectifs par valeur (1+2+2+3+1+2
+5+6+3=25).

d.Vrai — Pour chaque valeur n, I'effectif
cumulé croissant correspond au nombre de
notes inférieures ou égales a n.

e. Faux — La note 12 a été obtenue 5 fois sur
25. Sa fréquence est 5/25 soit 20/100 ou 0,20.

f.Vrai — Il y a 8 notes inférieures a 10, soit 8
notes sur 25 ou 32 sur 100.

g. Faux — La médiane est 12. La valeur
médiane est celle qui partage une série (ordon-
née) en deux parties de méme effectif. Ici, |a
série comportant 25 notes, la médiane est la
13¢ note.

h. Vrai — La moyenne est la somme des notes
divisée par I'effectif total soit :

i Ix6+2x7+2x8+3x9+1x10
25

+2x11+5x12+6x13+3x14
25 B
j. Faux — Si on ajoute deux points a chacune
des notes de la série alors la moyenne et la
médiane augmentent de deux points. En revan-
che, I'étendue des notes est inchangée (les
valeurs extrémes étant augmentées de deux
points, leur différence ne varie pas).

11

Exercice 2.

Aussi surprenant que cela puisse paraitre,
I'enseignant ne s'est pas trompé... En restant
prudent... Les propos tenus par I'enseignant
ne sont valables que pour ce contrdle et les
deux classes dont il a la charge.

1. Calculons le pourcentage des notes supé-
rieures ou égales a 10 dans chacune des
classes selon les sexes :

—en 3% A: pour les filles : 1—2 =62,5% ; pour

les gargons : g =67 %

—en 3B : pour les filles : % =29 % ; pour les

i
c— =40%
garcons :

Chagque fois, les garcons semblent meilleurs,
et pourtant...

2. Considérons les deux classes réunies, le
pourcentage des notes supérieures ou égales a

10 est %zSZ% pour les filles et

%; =~ 48 % pour les gargons.
On en conclut bien que, globalement, les filles

ont mieux réussi que les gargons.

Exercice 3.

La note de Théo correspond a la note médiane.
La médiane et la moyenne sont des indicateurs
indépendants. Par exemple : si on considére les
notes 7, 8,12, 16 et 17, la médiane est 12 et la
moyenne vaut aussi 12 mais si les notes sont :
3, 4,12, 14 et 15, la médiane est toujours 12

alors que la moyenne est %:9,6. Par

ailleurs, si les notes sont 4, 10, 14, 15et 17, la
moyenne est 12, alors que la médiane est 14.
La connaissance de la moyenne ne suffit donc
pas pour trouver la médiane ; le pére de Théo
se trompe...

Exercice 4.

Il s’agit ici de construire un diagramme clima-
tique comme on en rencontre en géographie.
Usuellement, on représente les précipitations
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par un « histogramme » (en fait, il s’agit d’'un
diagramme en tuyaux d’orgue) et les tempéra-
tures par une courbe. Les mois de I'année sont
notés en abscisse. On construit deux axes des

ordonnées: I'un pour les précipitations et
I'autre pour les températures. On obtient (aux
échelles choisies pres) la représentation gra-
phique suivante :

33

14 14
£ 12 e N — 12,
c 10 ey - - - - - - - - — o
o — —N -8 0
S 8g-mpoq- i i s [ 7 6 £ | == Hauteur de pluie
B 6+--- / S DR H \—4 §| enmm
E= R B e e ____\_\____'2 ‘8 | - Températures
N Lo E °
£ ool b N e
0 -4
Jan. Fev. Mars Avril Mai Juin Juil. Aolt Sept. Oct. Nov. Dec.
Exercice 5. )
1. La moyenne x des mesures effectuées est égale a :
Y= 1x7975+2x%x79,80+...+1x80,15+1x80,2 _ 31989 — 79,9725
40 40
2. La deuxieme condition : ; . . .
Distance en km [0510 | [1550|[5;511[
80-0,05<d<80+0,05 -
équivaut a 79,95 < d<80,05. Le nombre de Effectifs 8 16 12
_pi‘gces_ d/ont Ie,diar[létre d vérifie cette dquble Largeur (I) en cm 0,5 2 3
inégalité est égal a 6 + 14 + 5= 25, soit un - ) 522 16221222
95 _ Aire en cm -5 =4 =3
pourcentage égal 8 = = 0,625 soit 62,5 %. - - -
oo Hauteur (h)encm | 2205 | 42 | 3+3
3. L'écart entre la moyenne x et 80 mm est 80 — =4 =2 =1

79,9725 = 10,0275 mm. Cet écart est inférieur a
0,05 mm; la premiére condition est donc remplie.
A'la deuxieme question, on a montré que plus de
60 % des pieces vérifiait la deuxieme condition.
On en conclut que le lot sera accepté.

Exercice 6.

Sur I'axe des abscisses, 1 km est représenté
par 0,5cm; les largeurs (I) des « barres »
représentant les amplitudes des classes (res-
pectivement 1, 4, 6 (km)), elles mesurent
respectivement 0,5 cm, 2cm et 3 cm. Sur un
histogramme, les aires des « barres » conti-
gués sont proportionnelles aux effectifs de
chaque classe. Sachant que 1 cm? représente
un effectif de 4 personnes, les aires des
« barres » seront respectivement 2 cm?, 4 cm?
et 3 cm?. Les classes n'ayant pas ici la méme
amplitude, les hauteurs (h) des « barres » ne
sont pas proportionnelles aux effectifs (le gra-
phique ne comportera donc pas d’axe des
ordonnées). On peut calculer les hauteurs en
utilisant le tableau suivant :

On construit I'histogramme de la série :
] [ 1 personne

. Distance
11 (km)

01 5

Exercice 1.

La moitié de I'effectif est 20 jours. D’apres
I'histogramme : la somme des deux premiéres
classes est 14 jours (2 + 12) et la somme des
trois premieres classes est 30 jours (14 + 16).
La classe médiane est donc la classe [4; 6.
On peut prendre comme valeur médiane toute
valeur de cette classe. Cependant, selon le
contexte, on peut chercher a préciser sa valeur
(théorique). Ainsi, ici, la médiane « corres-
pond » a 6 jours dans la classe [4;6[ dont
I'effectif est 16 (jours). L'amplitude de chaque
classe représentant 2 heures d’ensoleillement,
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on peut considérer que la médiane est:
6

4h+E x2h=4h+0,75h=4h45min.

Exercice 8.

1. a.Réponse B — Il 'y a 16 cartes de couleur
noire sur les 32 cartes, donc la probabilité de
tirer une carte de couleur noire est 16/32 soit 0,5.

b. Réponse A — Il y a 8 cartes de trefle sur les
32 cartes, donc la probabilité de tirer une carte
de trefle 8/32 soit 0,25.

c. Réponse B—1l'ya 4 dames dans le jeu, donc
la probabilité de tirer une dame est 4/32, soit
0,125.

d. Réponse A — Le jeu comporte 2 cartes 7 qui
sont rouges (en cceur et en carreau), donc la
probabilité de tirer une de ces cartes est 2/32
soit 0,0625.

2. Réponse C — Lors d’un lancer, la probabi-
lité d’obtenir « jaune » est 3/6 soit 1/2, celle
d’obtenir « bleu » est 2/6 soit 1/3, donc la pro-
babilité d'obtenir « jaune » puis (et) « bleu »
est le produit de ces deux probabilités, soit 1/6.

3. Réponses A et C (elles représentent le
méme nombre) — Les événements « Jean rit »
(R) et « Jean pleure » (P) sont des événements
contraires. Sachant que si jean rit un jour, la
probabilité pour qu’il rie le lendemain est 0,6 ;
on en déduit que la probabilité de I'événement
contraire (jean pleure) est 0,4. On peut repré-
senter |a situation par I'arbre suivant :

Dimanche Lundi Mardi Issues

0,6 R (R;R)

04™P (R;P)
0,8 R (P;R)
0,2 P (P;P)
L'événement R pour le mardi concerne les
issues (R ; R) et (P; R). Leurs probabilités res-
pectives sont 0,62 et 0,4 x 0,8. On en conclut

que la probabilité que Jean rie le mardi est
0,62+ 0,4 x 0,8 soit 0,36 + 0,48 (= 0,84).

Jean rit

Exercice 9.
Les données de I'énoncé peuvent étre organi-
sées dans le tableau suivant :

Type d’urne X Y Z
Nombre de jetons 400 | 400 50
noirs dans I'urne

Nombre de jetons 600 | 1600 | 450
blancs dans I'urne

Nombre total de 1000|2000 | 500
jetons dans I'rne

Nombre d’urnes de 3 2 5
ce type

1. L'expérience décrite est composée de deux
épreuves dépendantes (« choisir une urne » et
« tirer une boule dans cette urne »), dont on
peut construire I'arbre pondéré des possibles :

1" épreuve 2¢ épreuve Ensemble
de I'expérience
600
! 1 000 B ' (X;B)
X :< \
/ 1400 Nt (X5 N)
3 . 1000 i
10 ! !
1600 !
' 2 000 B (Y;B)
2 \ \
o Y h
¢ 400 N (YN
' 2 000 '
= L 450 i
10\ I 500 B! Z;B)
z :< :
L 50 N (Z5N)
\ 500 \

Attention
(X'; N) est I'événement : « on a choisi une urne
de type X, puis tiré un jeton noir de I'urne ».
Ona: p(N) =p(X; N) +p(Y; N) +p(Z; N)
_3 .40 2 400 5 50
= 101000 " 102000 " 10 500
_3,4,2 2.5 1
00070 00

12 4 5 21
=—+—+—— =-— =021

100 700 " 100 100
2. Sil'on met tous les jetons dans une caisse
et que I'on en tire un au hasard, il s'agit d’'une
expérience aléatoire pour laquelle tous les
jetons ont la méme probabilité d'étre tirés
(équiprobabilité). Soit (N') I'événement: « on
tire un jeton noir ». On a alors :

N = nombre de jetons noirs
(N nombre de jetons

_ 3x 400+ 2 x400+5x50
3x1000+2x2000+5x500
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_2250 _ 9 _
9500 38
On constate que : p(N) < p(N') !

0,24.

Exercice 10.

1.

aonts, | rasion |
5 2 % =0,4

10 3 % ~0,33

20 6 566 ~0,33

50 13 g ~ 0,26

100 22 % =0,22

200 54 % =0,27

300 73 3% ~0,24

La fréquence de (E) semble se stabiliser
« autour de » 0,25. On peut donc conjecturer
que p(E) =0,25.

2. Prouvons que p(E) = le .

Soit d le diametre du jeton. Supposons que le
quadrillage soit constitué de n carreaux. Tant
que le centre du jeton se trouve sur le plateau,
le jeton ne tombe pas.

L’aire totale du plateau est : A= (2d)? x n.
Pour que le jeton ne soit en contact avec aucun
coté de carreau, il faut que son centre se
trouve a I'intérieur de I'un des carrés de coté d
et de méme centre que les centres des carrés
(voir figure).

Le centre du jeton peut donc couvrir des surfa-
ces dont I'aire cumulée est A= nx d2.
On en déduit que :

_AN_ Exn 1

== = ==,
pE) A @2dixn 4
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GEOMETRIE PLANE

Exercice 1.

Pour chacune des affirmations suivantes,
dites si elle est vraie ou fausse et justifiez.
a. Un carré est un losange.

b. Un parallélogramme est un rectan-
gle.

c. Un quadrilatére dont les diagonales
sont perpendiculaires est un losange.

d. Un quadrilatére qui a deux angles
droits est un trapéze rectangle.

e. Un quadrilatére qui a trois cotés de
méme longueur et deux angles droits
est un carre€.

Exercice 2.

1. Rédiger un programme de construc-
tion de la figure suivante, sans tenir
compte de ses dimensions.

2. Construire la figure a I’aide du com-
pas et de la régle non graduée.

Exercice 3.

Un trésor est caché dans une forét.
Pour le retrouver, une vieille carte
signale une source S, une maison M, un
rocher R et un calvaire C qui délimitent
cette forét et un arbre centenaire A. Un
chemin rectiligne mene de la maison au
rocher et une riviére, que ’on estimera
suivre un cours rectiligne, part de la
source et passe devant la maison. Il est
écrit : « le trésor se trouve :

—a plus de 2000 m de P’arbre cente-
naire ;

— plus pres de la maison que du rocher ;
— plus pres du chemin que de la riviere ;

— a plus de 800 m du chemin. »
Sachant que la carte est réalisée a
I’échelle 1/100 000, colorier la zone
dans laquelle le trésor peut se trouver.
Les traits de construction, effectués
uniquement a la regle et au compas,
devront étre laissés apparents ; chaque
tracé devra étre justifié.

C R

x>

Exercice 4.

On appelle «amandin » D
un quadrilatére convexe

dont deux angles oppo-

sés sont droits (c¢f. fig.

ci-contre). 5
1. Voici 5 affirmations.

Répondez par vrai ou faux en justifiant
votre réponse.

a. Un rectangle est un amandin.

b. Tous les trapézes rectangles sont des
amandins.

c. Certains amandins sont des losanges.
d. Un amandin dont les diagonales sont
perpendiculaires est un losange.

e. Un amandin dont les diagonales sont
de méme longueur est un rectangle.

2. On considére ’'amandin ABCD dont
les angles droits sont en B et D tel que : la
diagonale [AC] a une longueur de 6 cm ;
la hauteur du triangle (ABC) issue de B
mesure 2 cm ;

le triangle ADC est isocele.

a. Construire ABCD en justifiant les tra-
cés et les différentes étapes de la cons-
truction.

b. Déterminer AD au mm preés.
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Exercice 5.

Une station de sports d’hiver est équi-
pée d’un téléphérique pour permettre
aux skieurs d’atteindre un plateau en
altitude. Des pylones sont placés en A,
E, C et B pour soutenir le cable que
I’on considérera rectiligne.

Le cable mesure 2,48 km.

L’altitude au point A est de 2 100 m,
I’altitude au point B est de 2 620 m.

Pyléne 4
B

Pylone 3
ylonei3 -

Pylone 2
£ Cabine

Pylone 1 i : 1
A n ] L}

L] E
Départ Ligne horizontale

Remarque : sur ce schéma, les mesures
ne sont pas respectées.

1. On définit la pente comme étant le
rapport entre la hauteur du dénivelé
(BB’ sur le dessin) et la distance par-
courue a ’horizontale (AB’ sur le des-
sin). Calculer la pente de ce cable et
I’exprimer en pourcentage.

2. Entre B et C, le cable mesure
480 m. Calculer CC’, en déduire ’alti-
tude au point C, arrondie au meétre.

3. E est le milieu du segment [AC] et
entre E et C, la cabine progresse a la
vitesse constante de 5 m/s. Combien de
temps met-elle a parcourir la distance
EC ? Vous donnerez le résultat en minu-
tes et secondes.

Exercice 6.

Démontrer que :

1. La somme des mesures des angles
d’un triangle ABC est égale a 180°
(indication : on tracera la paralléle a
(BC) passant par A).

2. Si ABC est un triangle rectangle en
A, alors A appartient au cercle de dia-
metre [BC] (indication : I étant le milieu
du segment [BC], on placera le point D
tel que I soit aussi le milieu de [AD]).

Exercice 7.

1. a. Tracer un segment [BC] tel que
BC = 15 cm. Placer un point A tel que
AB=9cmet AC =12 cm.

b. Démontrer que ABC est un triangle
rectangle.

2. a. Placer le milieu M de [BC]. Tracer
le cercle de diametre [AB]. Ce cercle
recoupe le segment [BC] en D et le
segment [AM] en E.
b. Démontrer que les triangles ABE et
ABD sont rectangles.

3. a. Construire le point F tel que M
soit le milieu de [EF].

b. Démontrer que le quadrilatere BECF
est un parallélogramme.

c. En déduire que les droites (BE) et
(CF) sont paralléles, et que les droites
(AF) et (CF) sont perpendiculaires.

4. Soit H le point d’intersection des
droites (AD) et (BE) et K le point
d’intersection des droites (AD) et (CF).
a. Que représentent les droites (AD) et
(BE) pour le triangle ABM ?

En déduire que les droites (HM) et
(AB) sont perpendiculaires. Démontrer
de méme que les droites (KM) et (AC)
sont perpendiculaires.

b. On appelle I le point d’intersection
des droites (AB) et (MH).

On appelle J le point d’intersection des
droites (AC) et (KM).

Démontrer que le quadrilatéere AIM]
est un rectangle.

En déduire que le triangle HMK est
rectangle.

Exercice 8. Pente d'une route

1. On dit qu’une route a une pente de
12 % si ’on s’éleve de 12 m pour une
distance horizontale de 100 m.

Quelle est ci-dessous la route la plus
pentue ?

N\ 4\

2. Comparer les résultats précédents a
ceux qu’on aurait obtenus si on avait
utilisé la définition suivante: on dit
qu’une route a une pente de 12 %, si
on s’éleve de 12 m pour une distance
parcourue de 100 m.
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Exercice 9. Mesure par double visée
Donner une valeur approchée de la dis-
tance séparant la bouée du bateau ci-
dessous.

A

Bateau

930
4—‘—>A
75 m

Exercice 10.

On considére un cercle ¢ dont on ne
connait pas le centre. Pour déterminer
ce centre, que ’'on nomme O, on place
les points A et B sur le cercle ‘6 puis, en
utilisant uniquement une équerre non
graduée, on construit les points C puis
D (voir figure ci-contre).

1. Justifier que le point O obtenu par la
construction proposée est bien le centre
du cercle €.

2. Prouver que le quadrilatétre ABCD
est un rectangle.

3. a. Reproduire la figure et construire
le rectangle image du rectangle ABCD
par la symétrie orthogonale d’axe (AC).
b. Démontrer que ce rectangle image
de ABCD dans la symétrie orthogonale
d’axe (AC) est inscrit dans le cercle 6.

Exercice 11,

Soit ABC un triangle dont tous les
angles sont aigus. On appelle H ’ortho-
centre du triangle ABC, K le pied de la
hauteur (AH) et O le centre du cercle
(6) circonscrit au triangle ABC.

1. Comment construire le point O,
lorsque le triangle ABC est donné?
Faire une figure soignée a la régle non
graduée et au compas.

2. On appelle D le point diamétrale-
ment opposé a A par rapport au cercle
(6). Que peut-on dire des triangles
ABD et ACD?

3. Quelle est la nature du quadrilatére
HCDB?

4. En déduire que [HD] et [BC] se
coupent au milieu I de [BC].

5. Montrer que le symétrique de
I’orthocentre par rapport au coté (BC)
se trouve sur le cercle circonscrit (6).

Exercice 12.

1. Tracer une figure ressemblant a
celle ci-dessous. Il ne s’agit pas de
reproduire exactement cette figure mais
d’en respecter la forme et la disposi-
tion.

Construire a la régle et au compas les
symétriques A’, B’ et C’ des points A, B
et C par rapport a la droite (OI) en lais-
sant apparents les traits de construction.
Construire a la régle et au compas les
symétriques A”’, B et C” des points
A’, B’ et C’ par rapport a la droite (O])
en laissant apparents les traits de cons-
truction.

2. A partir de observation de la figure
obtenue, donner un argument mon-
trant qu’il n’existe pas de symétrie
axiale qui transforme les trois points A,
BetCenA”,B” et C”.

3. Montrer que ’angle BOB” vaut le
double de I’angle I/O\]

4. Quelle est la transformation du plan
qui transforme le triangle ABC en
A”B”’C” ? Justifier la réponse.
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CORRIGES

Exercice 1.

Le déterminant «un» utilisé en début de
phrase est a comprendre au sens de « un quel-
conque » ou « tout ».

a. Vrai : un carré est un quadrilatére avec quatre
cotés de méme longueur, donc c’est un losange.

b. Faux : il existe des parallélogrammes qui ne
sont pas des rectangles ; il suffit qu'un de ses
angles ne soit pas droit (voir figure).

c. Faux : contre-exemple : il suffit de choisir un
quadrilatere dont les diagonales sont perpendi-
culaires mais ne se coupent pas en leur milieu.

d. Faux : il peut
s’agird’un
amandin.

e.Vrai: appe-
lons ABCD le
quadrilatere

considéré et
supposons que
AB =BC = CD.

1cas: B = C =90°.

On en déduit que (AB) // (CD). Les cotés AB et
CD étant paralleles et de méme longueur,
ABCD est un parallélogramme ; par consé-
quent, AB=BC et ABCD est un losange. Un
losange qui a un angle droit (donc a fortiori 2)
est un carré.

2cas: A =B = 90° On en déduit que
(AD) // (BC). Les points C et B sont donc a la

méme distance de la droite (AD) ; or : « la dis-
tance d’un point M a une droite (d) est égale a
la distance de M au pied de la perpendiculaire
a (d) passant par M ». La distance de B a (AD)
est donc égale a BA et comme BA=CD, on en
déduit que (CD) L (AD). Par un raisonnement
analogue a celui ci-dessus (cas 1), on démon-
tre que ABCD est un carré.

3tcas: A = C =90° Les triangles ABD et
CBD étant respectivement rectangles en Aet C,
d’apres le théoréme de Pythagore, on a:
ABZ + AD? = BD? et BC2 + CD2 = BD2. Comme
AB = CB, il découle des égalités précédentes
que AD2=CD?; AD et CD désignant des lon-
gueurs, donc des nombres positifs, on en
déduit que AD = CD. Le quadrilatére ABCD est
donc un losange qui a deux angles droits par
hypothese, c’est par conséquent un carré.

Les cas ﬂ=5=90°, C =D =90 et

B = D =90° se raménent respectivement
aux cas 1, 2 et 3 au nom des points pres.

Exercice 2.

Il s’agit ici de décrire successivement les
objets géométriques a tracer, sans entrer
dans les détails des procédures de tragage.
En revanche, les objets géométriques doi-
vent étre caractérisés de facon non ambi-
gué. Il est nécessaire de nommer les points
particuliers de la figure (extrémités ou
milieu de segments, centre de cercle, som-
mets de quadrilateéres...), sinon les explica-
tions deviennent trés opaques ...

Voici un programme de construction possible :
—Tracer un triangle ABC rectangle en B.

— Construire le milieu D du segment [AC].
—Tracer la droite (BD).

— Tracer la droite parallele a la droite (BD) et
passant par C ; elle coupe (AB) en E.

— Placer un point F sur (BC) tel que F ¢ [BC) et
tracer le segment [AF]. o

— Tracer la bissectrice de I'angle CEA .
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Exercice 3

Reprenons les indications une a une.

«Le trésor se trouve a plus de 2 000 m de I'arbre centenaire ».
L’ensemble des points situés @ moins 2 000 m de I'arbre est
représenté par le disque de centre A et de rayon 2 cm ; les points de
ce disque sont donc a exclure.

« Le trésor se trouve plus pres de la maison que du rocher ».
L’ensemble des points équidistants de la maison et du rocher sont
sur la médiatrice de [MR]. Les points du demi-plan délimité par
cette médiatrice et contenant le point R sont a exclure.

« Le trésor se trouve plus pres du chemin que de la riviére ».

La bissectrice de 'angle SMR est I'axe de symétrie de cet angle : tous
les points situés sur cette bissectrice sont donc a la méme distance
de (MS) que de (MR) et représentent les lieux équidistants de la
riviére et du chemin. La bissectrice et le segment [SM] délimitent la
portion de plan a exclure.

«Le trésor se trouve a plus de 800 m du chemin. » L’ensemble de
points situés @ 800 m du chemin est représenté par deux droites
paralléles a (RM) et distantes de 0,8 cm de (RM). Les points situés
entres ces deux droites et a I'intérieur du quadrilatere MSCR sont a
exclure (en fait, une seule des deux droites est a tracer, I'autre
n’ayant pas de point d’intersection avec MSCR). Les explications
quant au tracé de ces droites (médiatrice, bissectrice, paralléle a
(RM)) se trouvent Fiche 33. La zone grisée correspond a I'endroit
ot le trésor peut se trouver. (La figure n’est pas représentée a

Péchelle).
Aé. B
(= R
VASN
| | i i
= | |

==
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—nommer le point R (18" point d'intersection) ;
—nommer le point S (28 point d’intersection).

Exercice 4.

1. a. Vrai: un rectangle est un quadrilatére
convexe et posséde deux angles opposés droits,
¢’est donc un amandin.

b. Faux: contre-exemple le
trapeze rectangle ci-contre ne
posséde pas deux angles

opposeés droits.

c. Vrai: les carrés sont des amandins (ils ont
deux angles opposés droits) et sont aussi des
losanges (ils ont quatre cotés de méme longueur).
d. Faux: les diagona- B

les [AC] et [BD] sont

perpendiculaires; le

quadrilatere  convexe A C
ABCD est un amandin

puisqu’il possede deux

angles opposés droits D

(les triangles ABC et

ADC sont rectangles en B et D car inscrits dans
le cercle de diamétre [AC]).

ABCD n’est pas un losange car ses diagonales
ne se coupent pas en leur milieu.

e. Vrai: soit ABCD un amandin tel que AC
=BD. On peut supposer que les angles droits
sont en B et D (le raisonnement ne serait pas
changé si I'on supposait qu'ils sont en A et C).
ABCD est alors inscrit dans le cercle de diame-
tre [AC]. La diagonale [BD] est une corde ayant
méme longueur que le diametre [AC], donc
[BD] est un diametre du cercle. Les diagonales
[AC] et [BD] se coupent en leur milieu et ont
méme longueur (diametres du cercle), donc
ABCD est un rectangle.
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2. a. Lafigure n'est pas a I'échelle

L'amandin ABCD est inscrit dans le cercle de
diametre [AC] puisque les triangles ABC et
ADC sont rectangles en B et D.

Le triangle ADC est isocele en D car AC est
I'hypoténuse du triangle rectangle ADC. Par
conséquent, D est équidistant de A et C. D
appartient donc a la médiatrice de [AC]: ily a
deux positions possibles : D, et D,,.

B est situé a 2cm de la droite (AC) dans le
demi-plan limité par (AC) et ne contenant
pas D. B se trouve donc sur la paralléle a (AC)
située a 2cm de (AC) dans ce méme demi-
plan. Pour chaque position de D, il y a deux
positions possibles de B : B, et B'; correspon-
denta D, ; B, et B’, correspondent a D,,.

Il'y a quatre solutions, symétriques par rapport
a la médiatrice de [AC] et par rapport a (AC) :
AB,CD,, AB’,CD;, AB,CD, et AB’,CD,.

b. Dans le triangle ADC rectangle en D, le
théoreme de Pythagore permet d’écrire: AD?
+DC%=AC2. 0rAD =DC, et AC =6 cm, d'oll :

2 AD? = 62 < AD? = 36 S A2=18,

Finalement : AD = ﬂ =3./2cm.
AD = 4,2 cm (valeur approchée au mm pres).

Exercice D.

Faites un schéma a main levée de la situation
et complétez-le au fur et a mesure.

1. Calcul de la pente: p= %

BB’ =2620-2 100 =520 m.

Calcul de AB’ : le triangle ABB’ est rectangle en
B'; d’'apres le théoréme de Pythagore, on a

AB'2 + BB'Z = ABZ d'oil AB’ = ,/AB2 —BB'Z =
A2 4802 - 5202 = /5880 000 =1400./3.

520 _ 13 2144
14003 35,3 100
La pente est d’environ 21,44 %.

On en déduit : p=

2. Le calcul de Ialtitude au point C nécessite
le calcul de CC'. Les droites (BB’) et (CC’) sont
toutes deux perpendiculaires a la droite (AB’),
donc elles sont paralleles. Par ailleurs, les
droites (BC) et (B'C’) sont sécantes en A.
D’apres le théoreme de Thales, on a donc :

AB _ BB _ AB’ dol 2480 _ 520

AC CC' AC “AC CC”

OrAC =AB - CB =2 480—480 =2 000.

» 520 x 2000 _ 13000

On a donc CC' = 080 - 31
L'altitude au point C est donc égale a

13000
T3

+ 2100, soit environ 2 519 métres.

3.80=C _1000m.

2
= % , d désignant la distance parcourue, fle

temps du parcourt et va vitesse moyenne.
1(:00 dou t _ 1000 —200's

=(3X 60+ 20) s =3 min 20 s. La cabine met
3 minutes et 20 secondes a parcourir la dis-
tance EC.

Onadonch=

Exercice 6.

B

1. Appelons (xy) la droite paralléle a (BC) pas-
sant par A.
Les droites (x) et (BC) sont paralléles donc les

angles alternes-internes ¥AB et CBA d'une
part, et m et BCA d’autre part sont égaux.
Le point A est sur (xy) donc I'angle x/A; est plat.
On a donc )ﬁ\; = 180° soit xAB + BAC +)7AE

=180°¢t CBA + BAC + BCA =180°.
La somme des mesures des trois angles du
triangle ABC vaut donc 180°.

2. Soit ABC un triangle rectangle en A.

8
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Plagons 1, le milieu du segment [BC], et cons-
truisons le point D tel que | soit le milieu de
[AD], ainsi que le suggere I’énoncé.

A

Le quadrilatere ABCD a ses diagonales [AC] et
[BD] qui se coupent en leur milieu ; ¢’est donc
un parallélogramme.

Le parallélogramme ABCD a un angle droit
(en A) ; c’est donc un rectangle.

Or un rectangle a des diagonales de méme
longueur ; on en déduit que AD = BC et comme

| est le milieu commun a ces deux diagonales
Al'=Cl =Bl =DI. Les points A, B, C et D sont
donc sur le cercle de centre | et de rayon BI.

En particulier : A est sur le cercle de diametre
[BC].

Exercice 1.

1. a. La figure ci-aprés est obtenue a la fin de
I'exercice, en complétant au fur et a mesure la
figure initiale.

b. ACZ =122 =144 ;BC? = 152 = 225

AB? =92 =81 AC? + ABZ = 144 + 81 = 225
Donc ACZ + AB% = BCZ. D’apres la réciproque
du théoreme de Pythagore, on en déduit que le
triangle ABC est rectangle en A.

La figure est a I'échelle 1/2

2. b. Les points E et D sont sur le cercle de dia-
metre [AB]. Or « si le triangle RST est inscrit dans
le demi-cercle de diamétre [RS] alors RST est un
triangle rectangle en T. » (voir Fiche 48 § 4.3)

On en déduit que les triangles ABE et ABD sont
respectivement rectangles en E et F.

3. b. On sait que M est le milieu de [BC] et M
est le milieu de [EF].

Les diagonales du quadrilatere BECF se cou-
pent donc en leur milieu.

Or « un quadrilatere est un parallélogramme si
et seulement si ses diagonales se coupent en
leur milieu ». On en déduit que BECF est un
parallélogramme.

c. BECF est un parallélogramme, donc ses cotés
opposés sont paralleles. Par conséquent :

(BE) // (CF). Par ailleurs (AE) L (BE) car le trian-
gle AEB est rectangle en E (question 2. b). Or les
points A, E, M et F sont alignés ; donc (AF) L (BE).
Les droites (BE) et (CF) étant paralleles, toute
droite perpendiculaire a I'une est perpendicu-

laire a 'autre : (AF) est perpendiculaire a (BE),
donc (AF) est perpendiculaire a (CF).

4. a. (AD) est perpendiculaire a (BM) car le
triangle ADB est rectangle en D ; de plus B, D
et M sont alignés. La droite (AD) est donc la
hauteur issue de A dans le triangle AMB.

De méme, la droite (BE) est perpendiculaire a
la droite (AE) car AEB est rectangle en E et
comme M est sur la droite (AE), (BE) est per-
pendiculaire a (AM) : la droite (BE) représente
la hauteur issue de B dans le triangle AMB.
Ces deux hauteurs se coupent en H, par
hypothese. On en déduit que (MH) est la troi-
sieme hauteur du triangle AMB et donc que
(MH) L (AB).

On fait un raisonnement analogue au précé-
dent en se placant dans le triangle AKC :

(AF) L (CF) d’apres la question 3 et K est sur
(CF) donc (AF) est la hauteur issue de A dans le
triangle AKC.
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(BD) L (AD) (d’aprés la question 2. b) et C est
sur (BD) et K sur (AD) donc (DC) L (AK) : (CD)
est la hauteur issue de C dans le triangle AKC.
Les hauteurs (CD) et (AF) se coupent en M,
donc (KM) est la 3¢ hauteur dans le triangle
AKC ; on en déduit que (KM) _L (AC).

b. (MH) L (AB) d’apres la question précédente
et | est le point d’intersection de (MH) et (AB),
donc (MI) L (AB).

(KM) L (AC) d’apres la question précédente et
J est le point d'intersection de (KM) et (AC),
donc (MJ) L (AC).

Le triangle ABC est rectangle en A (d’apreés la
question 1. b) donc (AC) L (AB) ; par consé-
quent (AJ) L (AI).

Le quadrilatere AJMI a trois angles droits, donc
c’est un rectangle.

Par conséquent, (IM) L (MJ). Or Ke (MJ) et
H e (MI) donc : (KM) L (MH).

Le triangle HMK est donc rectangle en M.

Exercice 8.
1. Calculons I'angle correspondant au pre-
mier panneau 12 %. Schématisons I'énoncé :

B
__‘—»/—/812
A
100 C

Dans le triangle ABC rectangleen C, on a:

TS 12
tanBAC = 100 = 0,12 ;
d'oll BAC = 6,84° (on utilise la touche « tan! ».
6,84° < 12°. On en conclut que la route la plus
pentue est celle du panneau 12°.

2. Calculons I'angle correspondant a cette
deuxieme définition.

100 E
e
D
F
Dans le triangle DEF rectangleen F :
== 12
sinEDF = 100 = 0,12 ;

d'oil EDF = 6,89°.

On constate qu’on obtient un angle proche de
celui de la question précédente (pour des petits
angles, on peut utiliser I'une ou I'autre des défini-
tions).

Exercice 9.

—Dans le triangle ABC rectangle en B :
. _ BC _BC

tan30° = -5

d’o BC =75 x tan30°.
—Dans le triangle DAB rectangle en B :

. DB DB
tan75° = B 75
d’ot DB =75 x tan75°.
—Les points B, C et D étant alignés dans cet
ordre on a: BC + CD = BD ; soit
CD =BD —BC =75 (tan75° —tan30°) = 237.
La distance de la bouée au bateau est d’envi-
ron 237 m (valeur arrondie au m pres).

Exercice 10.

1. Justification : le point O est bien le centre
du cercle 6.

Les triangles ABC et BCD sont rectangles res-
pectivement en B et C et inscriptibles dans le
cercle initial. Donc les hypoténuses [AC] et
[BD], diametres du cercle, ont méme milieu : le
centre du cercle.

2. les diagonales du quadrilatére ABCD se
coupent en leur milieu commun 0, d'apres la
question 1. ABCD est donc un parallélogramme ;
comme il posséde un angle droit (en B par
exemple), c’est un rectangle.

Autre démonstration: les diagonales [AC] et
[BD] ont méme longueur car ce sont des diame-
tres du cercle 6 donc ABCD est un rectangle.

3. a.

o

A B

D c
By

b. Démontrons que le rectangle image de
ABCD dans la symétrie orthogonale d’axe (AC)
est inscrit dans le cercle initial.

Par la symétrie d’axe (AC), A et C sont inva-
riants. Appelons B’ et D’ les images respectives
de B et D et montrons que B’ et D’ sont sur 6.
1'® démonstration: O est invariant par la
symétrie d’axe (AC) car 0 est sur (AC). Par con-
servation des longueurs, on a OD'=0D et
0B’ = 0B. Or [0B] et [0D] sont deux rayons du
cercle 6. Donc D" et B’ sont sur 6 et puisque A
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et C sont déja sur le cercle, le rectangle AB'CD’
est inscrit dans le cercle.

2¢ démonstration : Le rectangle AB'CD’ a pour
diagonale [AC], diamétre du cercle initial. Les

Exercice 11.

1. Le triangle ABC étant donné, on obtient O
en tracant les médiatrices de deux cotés du
triangle ABC, par exemple les médiatrices des
cotés [BC] et [AB] (voir figure ci-apres).

angles en B’ et D" sont droits donc les points B’
et D’ sont situés sur le cercle de diameétre [AC]
c'est-a-dire sur le cercle initial.

2. [AD] étant un diamétre du cercle (6) et B
et C étant deux points de ce cercle, les trian-
gles ABD et ACD sont rectangles respective-
ment en B et C.

3. Le triangle ACD est rectangle en C donc
(DC) L (AC).

(BH) est une hauteur de ABC, donc (BH) _L (AC).
On en déduit que (BH) // (CD).

De méme, le triangle ABD est rectangle en B
donc (DB) L (AB).

(CH) est une hauteur de ABC, donc (CH) _L (AB).
On en déduit que (CH) // (BD).

Le quadrilatere HCDB a ses cotés opposés
paralleles deux a deux, c’est donc un parallélo-
gramme.

4. Les diagonales d’un parallélogramme se
coupant en leur milieu, on déduit de la ques-
tion précédente que [HD] et [BC] se coupent en
leur milieu, appelé |.

5. Appelons H' le symétrique de I'orthocentre H
par rapport a (BC) et montrons que H' est sur (6).
K est le pied de la hauteur (AH) donc K est le
point d'intersection de (BC) et de la perpendi-
culaire a (BC) passant par H ; on en déduit que
K est le milieu de [HH'].

Dans le triangle HH'D :

—Kest le milieu de [HH'] ;

— | est le milieu de [HD] d'apreés la question 4.
D’apres la propriété de la droite des milieux, on
en déduit que la droite (IK) est parallele au
coté [H'D]. Or (BC) — et donc (IK) — est perpen-
diculaire (HH'), donc (H'D) est perpendiculaire
a (HH).

Le triangle AH'D est rectangle en H', il est donc
inscrit dans le cercle de diamétre [AD], a savoir
(6). H' est donc sur (@).
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Exercice 12.

1.

Pour ne pas surcharger
la figure, seuls les traits
de construction de A’, B’
et C’ sont apparents.

2. Il n’existe pas de symétrie axiale qui trans-
forme A, B, C respectivement en A”, B” et C”
car les droites (AA”) et (BB”) sont sécantes,
alors que dans le cas d’une symétrie axiale,
elles seraient paralléles car toutes deux per-
pendiculaires a I'axe.

3. BOB’= BOI + 10J + JOB (1)

Or:

— BOI = 0B’ car B’ est I'image de B par la
symétrie d’axe (0l) ;

— B'0J = JOB” car B est I'image de B’ par
la symétrie d’axe (0J).

On déduit donc de (1) que BOB”
= 10B' + 10J + B'0J = 210J.

4. D'une part BOB" =210 d’apres la ques-
tion 2. D’autre part BO=B"0 car BO = B0’
(conservation des longueurs dans la symétrie
d’axe (0I)) et B'0 = B"0 (conservation des lon-
gueurs dans la symétrie d'axe (0J)).

B” est donc I'image de B par la rotation de
centre 0 et d’angle 2 x (0I, 0J).

On montre par un raisonnement analogue que
A" et C” sont respectivement les images de A
et C par cette méme rotation.

A"B"C” est donc I'image de ABC par la rotation
de centre O et d’angle 2 x (0I, 0J).
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GEOMETRIE DANS L’ESPACE

Exercice 1.

Voici la représentation en perspective
cavaliere d’'un cube ABCDEFGH.

C

W)

Booooo|bao

ST

E F

\

\
N

Pour chacune des affirmations suivan-
tes, dites si elle est vraie ou fausse.

a. Les droites (AB) et (DC) sont paral-
leles.

b. Les droites (BC) et (EH) sont paral-
léles.

Exercice 2.
On consideére le méme cube que dans la
question 1 précédente. Complétez le

c. Les droites (AD) et (BF) sont paral-
leéles.

d. Les droites (AC) et (HF) sont paral-
leles.

e. Les droites (DB) et (HF) sont paral-
leéles.

f. Les droites (DH) et (DC) sont per-
pendiculaires.

g. Les droites (AC) et (AE) sont per-
pendiculaires.

h. Les droites (AB) et (BD) sont per-
pendiculaires.

i. Les droites (DH) et (AC) sont per-
pendiculaires.

j- Si M est le milieu d’une aréte du
cube alors M est le milieu de ’aréte
correspondante de la représentation en
perspective cavaliére.

tableau ci-dessous par «oui» ou par
«non ».

Le triangle...

ABE | CBF | DGE
est...

DHF | CDH | AGH | CHE | AFH | CEG | CHA

rectangle

isocele

équilatéral

Exercice 3.

La pyramide ci-dessous est régulicre a
base carrée ; ses faces latérales sont des
triangles équilatéraux de 6 cm de coté.
Le segment [SH] est sa hauteur.

a. Sans effectuer de calcul, représentez
le triangle AHS en vraie grandeur.

S

A B

b. Calculez la hauteur SH.
c. Indiquez la nature du triangle ASC.
Justifiez votre réponse.

d. Calculez le volume de la pyramide
(on donnera la valeur exacte et une
valeur approchée au mm? pres).

Exercice 4.

On considere le solidle DCBEFGH
obtenu en coupant le cube ABCDE-
FGH selon le plan EDB.
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Parmi les patrons ci-dessous, indiquer ceux qui correspondent au solide

DCBEFGH.
a) b)
d)
Exercice D.

ABB’A’DCC’D’ est un cube.
Chacune de ses arétes mesure 4 cm.
Le point O est le centre de ce cube.

D

1. Dessiner en vraie grandeur un
patron de la pyramide OABB’A’. (Pré-
ciser les longueurs des segments tra-
cés).

2. Sans utiliser de formule de calcul de
volume autre que celle qui donne le
volume d’un cube, calculer le volume
de la pyramide OABB’A’. (En donner
une valeur approchée au mm? preés).

Exercice 6.

On considére le cube ABCDEFGH de
8 cm d’aréte. Les points I, J et K dési-
gnent respectivement un point de cha-
cune des arétes [BA], [AD] et [AF].

c)

e)

C D
B : )

TN A

; K
F E

On découpe le cube ABCDEFGH
selon le plan IJK, puis on détache le
tétracdre AIJK du cube.

1. Représenter a main levée ce tétraé-
dre et un de ses patrons.

2. On se propose d’étudier le volume
du tétraédre AIJK.

On pose AI =A] =AK =x avec
0<x<4.

Calculer le volume V(x) du tétraédre
AIJK en fonction de x.

3. Sachant que x est compris entre 0 et
4, donner la plus grande valeur que
peut prendre V(x). Justifier la réponse.

Exercice 1o

Un ballon (sphérique) de 36 cm de dia-
metre flotte sur ’eau. Il est immergé
aux 5/6 de sa hauteur. Quel est le rayon
du cercle de contact du ballon avec la
surface de ’eau ?
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Exercice 8. et dont les dimensions sont indiquées
1. On considére dans un cone dont le  sur la figure ci-dessous (échelle 1/2).
rayon de la base est 1 cm et dont la

hauteur est 3 cm, un tronc de cone de - -
hauteur % (solide couleur).

5cm

~—3}cm

On verse un liquide dans ce récipient et
on s’intéresse au volume occupé par ce
On note V(%) le volume de ce tronc de  liquide selon sa hauteur dans le réci-

cone. Montrer que : pient.
V() = nxh (W2 -9 h + 27). a. Soit x la hauteur du liquide dans le
27 récipient ; calculer le volume V(x) du

liquide en fonction de x, pour x com-
pris entre 0 et 5 cm.

Distinguer deux cas : x compris entre O
et 3 cm, et x compris entre 3 et 5 cm.
b. Parmi les six graphiques ci-apres,
lequel représente le volume V(x) en
fonction des valeurs a l'unité de x?
Pourquoi les cinq autres ne sont-ils pas
convenables ?

2. On considére un récipient cylindri-
que dont le fond est de forme conique

—~Av) ‘ ’ L AV(X) »l { ~:».-_{}ﬁ_*_._‘wx).,.l,. ot ‘ -
SRENuNEE/.S EEEEEENSE INERRENNEY.S
—t1 graphique n° 1 - 1Ny graphique n° 2 1 graphique n° 3 £ H
N A
N
— . 2 ,E \ - i B ) G N , 14
Lbdol i \\‘ ./;‘ !
‘ TN N
] NEEE LNA
7] oA P T ITIT T P
Ht-t- : ' : l 1]
-ﬁ'*V(x) . ; »HA V(x)—}— ,AV(x) ‘ 4
LLLLLLLL A AENEEENE NN A
—+—1 graphique "°4‘/ +—+—} graphique n° § ++-| graphique n° 6 £ .. |
T2 o
/- HEH { - =
: * | T
] aas aRunas
T | =g ! 1[ | i )4

AT A
: I f ] 1 .
1o Tixl 1001 ’ BBl [T1] >

9
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CORRIGES

Exercice 1.

Ce type de questions portent sur I'objet réel tri-
dimensionnel (le cube) et non sur le dessin bi-
dimensionnel (la trace graphique) qui permet
« seulement » de se représenter le cube
nommé dans I'énonce.

a. Vrai : les droites (AB) et (DC) sont paralleles.

b. Vrai : les droites (BC) et (EH) sont paralléles
(deux droites de I'espace sont paralleles si
elles sont dans le méme plan et si elles sont
paralleles dans ce plan) .

c. Faux : les droites (AD) et (BF) ne sont pas
paralleles, mais orthogonales.

d. Faux: les droites (AC) et (HF) ne sont pas
paralleles, mais orthogonales.

e. e) Vrai : les droites (DB) et (HF) sont paralléles.

f. Vrai : les droites (DH) et (DC) sont perpendi-
culaires.

Exercice 2.

g. Vrai : les droites (AC) et (AE) sont perpendi-
culaires (si une droite est perpendiculaire en
un point a deux droites sécantes d’un plan
alors elle est perpendiculaire a toutes les droi-
tes du plan passant par ce point. Ici,
(AE) L (AD) et (AE) L (AB) donc (AE) L (AC)).

h. Faux: les droites (AB) et (BD) ne sont pas
perpendiculaires : ABD = 45°.

i. Faux : les droites (DH) et (AC) ne sont pas
coplanaires (elles n’appartiennent pas au
méme plan). En revanche, (DH) // (AE) et
d’apres la question précédente, (AE) L (AC);
les droites (DH) et (AC) sont donc orthogonales
(voir fiche 66).

j. Vrai : si M est le milieu d'une aréte du cube
alors M est le milieu de I'aréte correspondante
sur la représentation en perspective cavaliere
(dans la perspective cavaliere le milieu des
arétes est conservé).

Le triangle... est... | ABE | CBF | DGE | DHF | CDH | AGH | CHE | AFH | CEG | CHA
rectangle Oui QOui Non Oui Oui Oui Oui Non Oui Non
isocele Oui Oui Oui Non | Oui Non | Non | Oui Non | Oui
équilatéral Non Non Oui Non Non Non Non Oui Non Oui




Exercice 3.

a D I C
- H -
1 B
A 1 N
6cm S

Le triangle AHS est rectangle en H. Pour le
représenter, on trace le carré ABCD de 6 cm de
coté. Ses diagonales se coupent en H et sont
perpendiculaires. Le coté [AH] est représenté.
Le point S est un point de la demi-droite [HB)
tel que la longueur AS soit égale a 6 cm; le
point S est donc confondu avec le point B. Le
triangle AHS est superposable au triangle
AHB : il est rectangle et isocele en H.
Remarque : on aurait pu raisonner de méme en
utilisant le triangle AHD.

b. La diagonale d'un carré de acm de coté

mesure a./2 cm (formule qui peut étre retrou-
vée grace au théoreme de Pythagore), donc

AC =6./2 cm. Les diagonales d’un carré se

coupent en leur milieu d’ol AH = 3./2 c¢m. Le
triangle AHS étant isocele en H, HS = AH

= 3./2 cm.

c. Le triangle ASC est isocele en S car AS = SC
=6cm.
Voyons s'il est aussi rectangle en S.

ACZ=(6./2)2=36%x2=T72

AS? = 36 et SC? = 36 donc AS? + SC2 =72 et
ACZ = AS? + SCZ. D'apres la réciproque du
théoreme de Pythagore, le triangle ASC est rec-
tangleen S.

Le triangle ASC est donc isocéle et rectangle en S.

d. Volume V de la pyramide :

V= % 5 AB? x SH = % %62 3.2

=36./2 cm3=50,912 cm3 (ou 50,911 cm?).

Exercice 4.

Le polyedre DCBEFGH possede 7 faces :

— 3 faces sont des carrés : BCGF, DCGH et EFGH ;
— 3 faces sont des triangles rectangles et iso-
celes (demi-carrés) : BCD, BEF et DEH ;

—une face est un triangle équilatéral (les
cotés de méme longueur sont des demi-diago-
nales d’une face carrée) : ABD.

On peut donc éliminer les patrons a, d et e ne
contenant pas 3 triangles rectangles et isoce-
les (les angles droits sont codés sur les
patrons proposeés).

Les patrons b et ¢ correspondent au solide DCBE-
FGH (nature des faces et disposition de celles-ci
cohérentes avec le dessin en perspective).

Exercice 5.

1. Le patron de la pyramide OABB’A’ a base
carrée est constitué :

—du carré ABB'A’'de 4 cm de cté ;

—des quatre triangles isocéles isométriques
AOB, BOB’, B'OA’ et AOA'.

Ces triangles ont une base de 4 cm (coté du
carré) et la longueur des deux autres cotés qui
est égale a OA’, soit la moitié de la diagonale
A’C du rectangle A'BCD’.

La longueur A'B est égale 4 4./2 cm (diago-
nale d'un carré de 4 cm de c6té). Appliquons le
théoréme de Pythagore au triangle A'BC rec-
tangleen B :

A'C2=AB2+BC2= (4,\0 )2 4+ 42 =148,
D'oll AC = /48 = /16 x3 =4./3 cm et
A’o:‘léﬁ:zjé cm.
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Programme de construction du patron (non
demandé dans I'énoncé) :

— construire un carré A'B'BA de 4 cm de coté ;
—sur la demi-droite [BB’) marquer le point C

tel que B'C =A'B =4./2 cm (on reporte au
compas la longueur A'B) ;

—sur la demi-droite [AA’) marquer le point D
tel ue AD=AB=4./2 cm;

— tracer les segments [A'C] et [B'D], ils se cou-

pent en O (on obtient la face A'B'0) ;
—tracer les 3 autres triangles isoceles isomé-

triques a A'B'0.
D C
a2 0 a2
VY \eV3|
A B’
7
4 4
OY 4\/5 OYY
4
A B

2. Le cube de volumeV contient 6 pyramides
isométriques (chacune d’elles a pour base une
des faces du cube) ; elles ont le méme volume V.

VI A LU 3
DouV_6 =%°% ~ 10,666 cm°.
Exercice 6.

1.

An

2. Sil'on considere le triangle All rectangle en
A comme la base du tétraedre AlJK, la hauteur
correspondante est [AK] car I'aréte [AF] est

orthogonale au plan (Al)). D'ou V(x) = %AK X

2
hire (AL)) = % xxx)—(z- = éx3 cms,

3. Calcul de la plus grande valeur de V(x) : la
fonction qui a x associe son volume

]. M 1
(x»—> €x3 est croissante sur l'intervalle

[0; 4] donc V(x) atteint sa plus grande valeur
pour x=4.

La plus grande valeur de V(x) est V(4) = é X
32

43 =<5 emd,
3 cm

Exercice T

Représentons le ballon par une sphére S de
centre 0. Le cercle de contact du ballon avec la
surface de I'eau est représenté par la section
de S par un plan. Soit A le centre du cercle €
de section et C un point de 6 :

BA:% x36=30cm, dol :

0A=30-18=12cm.

0C =18 cm car C est un point de |a sphere.
D’apres le théoreme de Pythagore appliqué au
triangle OAC rectangle en A : 0C2 = 0A? + AC?,

52
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d ol ACZ =002 — 0A%= 182 — 122 = 180 et AC
180 =6./5 cm = 13,4cm

: ST
partie 18
immergée 0

A

B
Exercice 8.

1. Calculons le rayon rdu disque supérieur du
tronc de cone (a la hauteur h).

0
3-h
3cm
M M’
D —
r
h
H H’
>

On considere une coupe dans un plan vertical
contenant I'axe du cone (voir figure ci-dessus).
Le théoreme de Thalés permet d’écrire :

oM MM ,.3-h r 1
TR d’ol T =1 et r= 3 X (3—Hh)
V(h) = volume du cone complet — volume du
cone de hauteur OM (= 3 — h), d’ou

1

V(h):§15><12><3—31t><r2 X (3—h)

V(h)=%nx12><3—%nx(33h) %3 h)
1 3

Vih == 277t><(3 h)

.1 2% (3
Vil =n 27TE><(3 héx(3-h)

V(h) = 1t—2—17n><(9+h2 6h)x(3-h

V(h)=7t—2—17Tt><(27—9h+3h2—h3—18h

+6H)

V(h):n—%nx(27—27h+9h2—h3)

2nxh _9 . WX h3
27 27 27

V(h)=7£-2.x7ﬂ X (=9 h+27).

Vih=m—-m+

2. Coupe des récipients selon un plan vertical
contenant I'axe du cone :

Figure 1 Figure 2
|iqt7Iide

/ ™

x

E X ! £

A o ]

i ™ 1 ™

X : :

lcm lcm

a. Premier cas: x compris entre 0 et 3cm
(figure 1)

V(x) =volume du cylindre de hauteur x —
volume du tronc de cone de hauteur x

Vo) = tx 12 x— BXX 5 (x2 = 9x+ 27) (on

utilise la formule précédente)

Vin= TR @7 - -9+ 27) = BE (-

X%+ 9x) cm3.
Remarque : pour x=3 cm, le volume de liquide
est égal a:

V3) = “2>;3( 32 4+9x3) = 2mem’

Deuxieme cas : xcompris entre 3 et 5 (figure 2)
V(x) = V(3) + volume du cylindre de hauteur
(x-3)

Vi) =2m+mx 12x (x—3) = (x— 1) cm®.
b. Sur I'intervalle [0, 3] la fonction V(x) est un
polyndome du troisiéme degré ; sa représenta-
tion graphique ne contient pas de segment de
droite. Cette propriété permet d'éliminer les
graphiques 1, 2, 3 et 6.

Sur l'intervalle [3, 5] la fonction V(x) est une
fonction affine (fonction du type x+— ax+ b
avec a = et b=—m), sa représentation gra-
phique est un segment de droite. Cette pro-
priété permet d’éliminer les graphiques 2 et 5.
Sur tout son domaine (intervalle [0, 5]) la fonc-
tion est croissante (plus la hauteur de liquide

© Editions Foucher



© Editions Foucher

est grande, plus le volume du liquide est
grand). Cette propriété permet d’éliminer les
graphiques 2 et 3.

V(3) = 27 : cette valeur permet d’éliminer le
graphique 2 et le graphique 5.

V(0) = 0: cette valeur permet d’éliminer le
graphique 2 et le graphique 3.

En résumé : tous les graphiques ont été élimi-
nés au moins une fois, sauf le graphique n° 4
qui possede toutes les propriétés nécessaires.

9
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GRANDEURS ET MESURES

Exercice 1.
Indiquer la mesure de ’aire de chacune
des surfaces (I’unité est le carreau).

1\ 2 \‘K3

|
L~ N
i n

\/

N

}//
|

Exercice 2.

ABC est un triangle rectangle en A tel
que AB = 6 cm et AC = 8 cm. Calculer
la longueur de la hauteur % relative a
I’hypoténuse.

Exercice 3.

1. Dessiner un triangle ABC. Sur la
demi-droite [BA), placer un point E
n’appartenant pas au segment [AB] tel
que AE = AC. Sur la médiatrice du
segment [CE], placer un point M.

2. Démontrer que le périmétre du
triangle MBC est supérieur a celui du
triangle ABC.

Exercice 4.

Une allée de 3 m de large entoure une
pelouse circulaire de 12 m de rayon.
On répand du gravier sur cette allée.
Quelle sera la somme a payer pour le
gravier, sachant qu’un metre carré
recouvert revient a 7,25 € ?

Exercice 5.
On dispose d’une feuille de papier rec-
tangulaire de 29 cm de longueur sur

10 cm de largeur. Avec cette feuille, on
veut construire un cylindre de 10 cm de
hauteur, sans couvercle. On ne fait pas
de pate de collage. Le disque servant de
base du cylindre doit étre le plus grand
possible. On découpe donc deux mor-
ceaux, le fond et la surface latérale,
dans la bande de papier proposée.

1. Calculer le diamétre du fond du
cylindre ainsi obtenu.

2. Dessiner a I’échelle 1/2, au mm prés,
la bande de papier initiale, en tragant
dessus les 2 parties du cylindre désiré.

Exercice 6.

ABCD est un carré dont le c6té mesure
10 cm.

Calculer I’aire de la surface hachurée.

B f f C
0]
E
A # # D
Exercice 7.

On a représenté ci-dessous un puzzle
de 9 piéces en forme d’ceuf obtenu a
partir d’un cercle de centre O et de
rayon OB. Cette figure n’est constituée
que de segments et d’arcs de cercles
dont les centres sont des points nom-
meés de la figure. Les alignements et les
intersections constatés sur la figure sont
considérés comme mathématiquement
vrais.

Ce puzzle, d’origine chinoise, s’appelle
un tangram ; en assemblant de diverses
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manieres les 9 piéces, on peut obtenir
des formes variées (des oiseaux, par
exemple).

1. En respectant les informations por-
tées sur le dessin et données dans le
texte, reproduire cet ceuf tel que OB
=5 cm.

2. On considérera pour les questions
suivantes ’ceuf dessiné a la question 1.

Pour assembler les pieces et obtenir des
oiseaux, il faut étre str que DE = ]JB.
a. Calculer la longueur exacte de [DE]
en justifiant toutes les étapes; en
déduire la longueur exacte de [OH].

b. Prouver que I’angle ﬁﬁ mesure 45°.
c. Montrer que CH = ]JB et en déduire
que DE = ]B.

d. Calculer Paire et le périmetre de la
piece DEB.

Exercice 8.

Un grand cube est constitué de 512
petits cubes identiques juxtaposés de
2 cm de coté chacun.

1. Quelle est, en centimétres, la lon-
gueur d’une aréte du grand cube ?
2. Quel est, en litres, son volume ?

3. Quelle est, en décimétres carrés, son
aire ?

Exercice 9.
Un bureau d’études a réalisé un proto-
type de cornet a glace qui a la forme

d’un cbéne de révolution. Ses dimen-
sions répondent a la contrainte sui-
vante : lorsque le cornet est compleéte-
ment rempli de glace et surmonté
d’une demi-boule de diameétre 4 cm, le
volume de glace du coéne rempli a ras,
doit étre égal a celui de la demi-boule
qui le surmonte.

1. Quelle est, en cm, la hauteur % du
cone ?
On rappelle les formules de volume :

Volume du cone : %nrzh et Volume de

la boule : g-mﬁ.

2. Lors d’une deuxiéme étude, en gar-
dant la méme forme de cone (le méme
angle o du cone) on décide de doubler
sa hauteur.

a. Combien ce nouveau cone rempli a
ras peut-il contenir d’équivalents de
boules de 4 cm de diameétre ? (équiva-
lent signifie que tout le volume est
occupé par de la glace.)

b. Le nouveau cornet vérifie-t-il la
méme contrainte que le premier, a
savoir I’égalité du volume du cone et du
volume de la demi-boule qui le sur-
monte ?

Exercice 10,

On étudie la durée ¢ (exprimée en heu-
res) d’un parcours en fonction de sa
distance d (exprimée en kilometres)
pour différents moyens de transport :

— une voiture sur autoroute : sa vitesse
est de 100 km/h ;

—un TGV, sa vitesse est de 240 km/h,
mais il faut ajouter une heure a la durée
du trajet en train pour le trajet du
domicile a la gare ;

—un avion, sa vitesse est de 750 km/h,
mais il faut ajouter trois heures a la
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durée du vol pour le trajet du domicile
a ’aéroport et les démarches d’enregis-
trement.

1. Cing heures aprés le départ du domi-
cile, quelle distance a-t-on parcourue
avec chaque moyen de transport ?

2. Représenter  graphiquement, sur
papier millimétré, la durée de parcours
en fonction de la distance parcourue
pour chacun des moyens de transport.
On prendra comme échelle 1 cm pour
100 km et 1 cm pour une heure.

3. Jean affirme : « L’avion va plus vite,
donc pour faire 500 km P’avion est le
moyen le plus rapide». Pierre lui
répond : « Pour prendre I’avion ou le
train, on perd du temps pour aller a la
gare ou a l’aéroport, donc pour faire
500 km la voiture est le moyen le plus
rapide ».

L’un des deux gar¢ons a-t-il raison ?
Justifier la réponse.
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CORRIGES

Exercice 1.

Unité daire: le carreau: A;=25; A,=3;
A;=1;A,=18;A,=12.

Aide : on peut encadrer les surfaces 1, 2 et
3 dans des rectangles puis procéder par sous-
tractions : on soustrait les aires de triangles
(demi-rectangles).

Exemple A, = 6 —3—2. En déplacant mentale-
ment les éléments des figures pour reconsti-
tuer des carreaux entiers, on peut procéder par
additions pour les figures 3 et 4.

Exercice 2.

Soit o4 Iaire du triangle. On a ¢ = AB x AC/2
=BC x h/2, donc AB x AC =BC x h, soit 6 x 8
=BC x h. En utilisant le théoreme de Pytha-
gore: BC =10cm, d'ou, 48 =10 x het h
=48cm.

Exercice 3.

1.

B C

2. MC = ME car M appartient a la médiatrice
de [EC]. Dans le triangle BME, d’'apres I'inéga-
lité triangulaire, MB + ME > BE; d'ou MB
+MC > BE. B, A, E étant alignés dans cet
ordre, BE = BA + AE = BA + AC.

Donc : MB + MC > BA + AC.

Il s’ensuit MB + MC + BC > BA + AC + BC, ce
qu'il fallait démontrer.

Exercice 4.

Pelouse

0
. 12m

Aire de I'allée en m2: (m x 152) — (1t x 12%),
soit 7t x (152 — 122) = 81
Somme a payeren € :7,25x 81w = 1845 €.

Exercice D.

1. Il n'est pas possible de découper un disque
de 10 cm de diametre dans la bande de carton,
car la partie restante aurait pour longueur
19 cm, ce qui n’est pas suffisant pour entourer
une circonférence égale a 10m (= 31,4 cm).

Il faut donc déterminer la plus grande valeur
du diametre x du disque qui respecte les con-
traintes de I'énoncé, c'est-a-dire la plus
grande valeur de x tel que :

{0Sx<10 {0£x<10
L=t

TXXx<29-x (m+1)xx<29

S {0 <x< i
m+1
La plus grande valeur possible du diametre du

cylindre est donc : —ﬁ—zZOO cm (valeur
n+1

approchée & 102 prés par défaut).

2. Pour une question de place, la figure est
réalisée a une échelle inférieure :
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29 — x

<€ > < >!

Exercice 6.
La diagonale [BD] mesure 10./2 cm, d’otl OD

—5J2 cmet OE=5./2 —5cm.
10@08 + sllgoe + Apgp = /4 gy = 3/4 <

En appelant a l'aire d’un quart de disque de
rayon 5 cm et b I'aire d’'un quart de disque de
rayon 5./2 — 5, I'aire hachurée mesure alors :

3
n Appep —3a+ b

<5Jé 5)2

=75- 3n>< n +TC><

=75- gé%—“[-g soit environ 19,46 cm?.

Exercice 1o

1. Nous vous laissons le soin de construire |a
figure. Nous rédigeons ci-dessous les étapes
de la construction. Ces instructions ne sont
pas attendues dans la copie car non deman-
dées ; par contre, les traits de construction
doivent étre apparents.

—Tracer le cercle de centre O et de rayon 5 cm.
—Tracer un diamétre [AB] de ce cercle.
—Tracer le diametre [CD] perpendiculaire a [AB].
— Tracer les demi-droites [AD) et [BD).

— Tracer I'arc de cercle de centre A et de rayon
AB ; il coupe [AD) en E.

—Tracer I'arc de cercle de centre B et de rayon
AB ; il coupe [BD) en F.

—Tracer 'arc de cercle de centre D, passant
par E et F (le petit arc).

—Placez le point H sur le segment [0C] tel que
HC = DE.

—Tracer le cercle de centre H et de rayon HC ; il
coupe [AB] en | et J.

— Tracer [HI] et [HJ].

2. a. A DetE étant alignés dans cet ordre, AE
= AD + DE et DE = AE — AD.

Calculons AD: le triangle ODA est rectangle
isocele en O par construction, donc, d’apres le
théoreme de Pythagore : ADZ = 0AZ + OD2

=20A2=2x5%etAD=5./2cm.
Le rayon du cercle de centre A passant par B et
E est 10 cm donc AE =10 cm.

DE = AE—AD d’ol DE=10-5./2

=5x(2- ./2)cm.
H étant un point de [0C], OH = 0C — HC
—(10-5./2)=5x(/2-1) cm.

b. Hl =DE =5x (2 — ./2) cm. Dans le trian-
gle OJH rectangle en 0, d’apres le théoreme de
Pythagore : HJ2 = 0J2 + OHZ ;

d'od, 02 =HJ2—OHZ =25 % (3—2./2).

Or, OHZ =25 x (3 — 2./2), donc OH = 0J et
0JH est rectangle et isocele en 0. Il s’ensuit
OH = TH=45°.

c. J étant un point de [0OB], JB = 0B — 0J. De
plus, OH =0C — HC; or, 0B =0C =5cm et
0J = OH. Donc JB = OH.

HC = DE par construction, donc DE = JB.

d. L'aire <4 de la piece DEB est égale a I'aire
A’ du secteur de disque EAB diminuée de
I'aire s4” du triangle ADB.

ODA étant rectangle isocéle en 0, I'angle DAB
mesure 45° et <4’ vaut 1/8 de I'aire du disque

de rayon AB (10 cm), soit 27 x 102 = 25%

8 2
cm? &q,,zABxDOZ 10x5 =25 om?
D'oll A = 12,51 — 25 ~ 14,27 cmZ.

Périmeétre :

(%xanlO) +(10-5.2) +542 =10
+ 2,51t =17,85cm.

Exercice 8.

Si I'aréte du grand cube « contient » n petits
cubes, alors le grand cube est constitué de m
petits cubes.

Donc P =512=8x8x8etn=38

1. Longueur de I'aréte du grand cube :
2xn=2x8=16cm.

2. VolumeV du grand cube: 163cm3 soit
4096 cm3. V.= 4,096 dm3 = 4,096 L.

3. L'aire du cube mesure 6 fois I'aire d’une
face: 6x 1,62 = 15,36 dm?.

Exercice 9.
1. Le volume V du cone rempli doit étre égal
au volume de la demi-boule, on a donc:

%nrzhz % X %nr3, d'odl, aprés simplifica-
tion: h=2r.

2. Le diamétre de la base du cone mesurant
4 cm, le rayon est donc de 2 cm et la hauteur

du cone mesure 4 cm (21).
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a. Si on double la hauteur, en conservant le
méme angle, cela signifie que toutes les dimen-
sions du cone sont multipliées par 2. Le volume V
du cone est multiplié par 23 c'est-a-dire par 8
(effet d’un agrandissement sur le volume). Le
nouveau cone contient donc 8 fois plus de
glace que le premier : 8 demi-boules de 4 cm de
diameétre, soit 4 boules de 4 cm de diametre.

b. Le rayon de la demi-boule a doublé lui aussi
donc le volume a été multiplié par 8. La con-
trainte de départ est donc respectée.

Exercice 10.

1. Cing heures aprés le départ du domicile, on
a parcouru :

—en voiture : 100 x 5 =500 km ;
—enTGV:240x (5—1) =960 km;

—en avion : 750 x (5—3) =1 500 km.

2. Fonctions exprimant la distance parcourue
en fonction de la durée ¢:

Pour le déplacement en voiture : £+ 100 ¢
Pour le déplacement en TGV :

t— 240 (t-1) = 240 - 240

Pour le déplacement en avion :

t+— 750 (£-3) =750 t—2 250.

Ces fonctions sont affines sur chaque inter-
valle d'étude (avant le départ effectif et aprés
le départ effectif du véhicule). Leurs représen-
tations graphiques sont donc des segments de
droite sur chacun de ces intervalles.

Pour le tracé on peut utiliser les valeurs sui-
vantes :

—voiture : pour =0, d=0;

pour =10, d=1000;
—TGV:pourt=1,d=0;

pour t=6,d=1200;
—avion:pourt=3,d=0;

pour t=5, d=1500.

durée en h

vpiture)

10h

L — avior

080090010001 100 1200 |distamnce

en km

3. On peut voir sur le graphique que c’est le
train qui met le moins de temps pour parcourir
500 km. Les deux gargons ont tort.
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